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I Introducao

Neste trabalho sera derivada a expressao da constante de acoplamento da Cromodindmica
Quantica (QCD) em 1-loop. Para isso, iremos determinar a func¢do beta da QCD utilizando o
método do campo de fundo [1]. E conhecido que em teoria quantica de campos, os pardmetros
fisicos como as cargas e massas das particulas sofrem mudancas quando alteramos as escalas
de energia. Essas mudancgas de escalas sdo ditadas pelo grupo de renormalizagao [2]. Um dos
pardmetros mais importantes que entram nas equagdes que descrevem o grupo de renormalizacao
¢é a funcao beta, que determina a taxa com que varia a intensidade da interacdo em funcao das
escalas de energia.

Em teorias de gauge abelianas, como a Eletrodindmica Quantica (QED), temos uma fungao
beta positiva, que resulta em interagoes que decrescem a medida que a energia diminui (ou
equivalentemente, maiores distdncias). Entretanto, para teorias ndo abelianas, como a QCD,
obtemos um resultado negativo, levando a interagoes que ficam menos intensas a medida que a
energia cresce (ou distancia diminui). Como veremos, a constante de acoplamento da QCD ¢é
nula no limite de F¥ — 0o, ou seja, os quarks se tornam assintoticamente livres. Este cdlculo foi
feito pela primeira vez na literatura por Politzer, Gross e Wilczek [3,4], lhes rendendo o prémio
nobel de fisica de 2004 pela descoberta da liberdade assintética na teoria da interagao forte.

II Metodologia

O ponto de partida é a Lagrangiana da QCD

Lacp =~ g F™ Bl + D —m)y, 1)



onde Fjg, = 0, A7 — 0, A}, + g fabcAZAi ¢ o tensor de campo, D, é a derivada covariante e t*
sdo os chamados geradores do grupo de simetria, que formam uma base, [ta,tb] = if®¢¢ onde
os coeficientes f%¢ sdo as chamadas constantes de estrutura. Observe que a Eq. 1 é invariante
pelas transformacoes locais

Y= ey,
1
AL = A+~ 00 feeAbal. (2)

Apés o processo de quantizacdo dos campos de gauge, a Lagrangiana da QCD é dada por

Laon = — 3Bl F + (i — m) + gl Agut® + 21( (0449)° + 2(~0" D), (3)
onde os dois ultimos termos surgem da fixacdo de gauge. Note que o tultimo é composto por
campos escalares, os chamados campos fantasmas. Neste processo, a invariancia de gauge é
perdida para que o campo possa ser quantizado, e a teoria adquire uma outra simetria conhecida
como simetria BRST [5,6].

A partir da Lagrangiana da QCD, podemos entdo utilizar o método do campo de fundo.
Neste, fazemos Aj, — Af, + By, convertendo o campo de gauge em um campo de fundo cldssico
By, somado a flutuagdes quanticas Ajj. Com este procedimento, a agdo efetiva na presenca do
campo de fundo, I' [A%, B%], é tal que ' [A%, BY| =T [A% + BS]. Assim, I'[0,BS] =T [B4], e
a acao efetiva é dada por diagramas sem linhas externas do campo A?, somente diagramas de
vacuo na presenca do campo de fundo.

Utilizando este método podemos preservar a invaridncia de gauge, que foi perdida pelo
processo de quantizacdo do campo, mediante uma escolha especifica de gauge. Através deste
método e da Eq. 1, porém com a escolha de gauge adequada, vamos tratar o campo de fundo
perturbativamente, com os termos quadraticos em AZ gerando os propagadores e termos que
envolvem Af e Bj gerando os vértices, com o campo de fundo aparecendo somente nas linhas
externas.
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Figura 1: Corre¢oes em 1-loop do propagador na presenca do campo de fundo.

Para o calculo da funcao beta, devemos considerar trés diagramas que fornecem a correcao
em 1-loop para o propagador do gliion Arv (p) na presenga do campo de fundo (linha ondulada
terminada como circulos cheios) que estao representados na Fig. 1. O diagrama (a) corresponde
a contribui¢ao dos fantasmas (linhas pontilhadas) para o propagador do glion (linha ondulada),
o diagrama (b) surge da contribuigdo do campo de férmions (linha continua), e o diagrama (c)
surge dos termos de interagao entre Aj e Bj].



Note que podemos escrever no gauge de Feynman o propagador do gliion como dado por

N gH B ' ~
A (p) = pTA(pQ) ATHp?) = i1 +all(p?)] (4)
onde a polarizacio do glion em 1-loop I (p) = p2 P (p)II(p%) é definida como sendo a soma
dos trés diagramas que aparecem na Fig. 1 e Py, (p) = gu — pupy/p? é o projetor transverso.
Aplicando as regras de Feynman para o diagrama (a) chegamos na seguinte expressao

o) 02 acd ebed [ A% (2K 4 ) (2k + )y
Ly () = =5 ff /(%)d kz(k“er)Q (5)

Apoés utilizarmos a parametrizagdo de Feynman e fazermos a substitui¢do k — £ — xp, chegamos
em

ﬁ(ghost) (p) _ g2facdfbcd/ ddf p//'pV(l — 2I)2 + 4€N€V + 2(]. — 2$)(€Mplj + EVpH) (6)
- 2 (2m) 2 + p2a(1 — z)]?

Na sequéncia, faremos as seguintes simplificagoes:

o Utilizamos f2?fbd = §,,Co(G), onde Co(G) é o operador de Casimir na representacio
adjunta do grupo.

e Note que o denominador da corre¢do é uma funcao par de ¢, desta forma, os dois ultimos
termos do numerador geram contribui¢ées nulas, pois sdo fungdes impares integradas em
limite simétrico.

e O termo com dependéncia de £,f, nos dard uma quantidade simétrica pela troca p <> v e
independe de £ apés a integragdo. Portanto, este termo s6 pode ser proporcional ao tensor
métrico. Assim, em d dimensdes, fazemos £, — d! gu,,EQ.

Por fim, usamos a identidade

ddy 02 B Z'(_1)7"+3Ad+27“—2s F(T’—F%)F(S—T’— %) .
| e - ) TErE 7

para integrar a expressao restante. Expandindo o resultado com respeito a € = d — 4, no limite
em que ¢ — 0, exigindo que a expressao seja vilida em quatro dimensoes, encontramos o polo

- 2
= (ghost) . 19 CQ(Sab 2 1
s (p) = W [p uv — p,upl/] E + 0O (1) . (8)

Para os diagramas (b) e (c) o processo é andlogo, resultando na correcao total do propagador

i 2
T ) = ot (56(6) = 3300 ) [0 = ] £+ O ), )

)

sendo Ny o nimero total de férmions da teoria e C(r) um invariante que depende da represen-
tagdo dos férmions.
Além disso, sabemos que a renormalizacdo do campo é dada por

e
Ao = e ¢ (10)

onde o indice “R” indica o campo renormalizado e Z4 ¢é a constante de renormalizagdo do campo
do gliion. Como a invaridncia de gauge é preservada, também temos que a relagdo

~—1/2

Lg=12y, (11)



entre as constantes de renormalizacio é satisfeita. Assim, a funcido beta pode ser obtida pela
renormalizagdo do campo de gauge ao invés da renormalizacdo da constante de acoplamento, e

é expressa como sendo
1,0 5
f=—zg2 27V (12)

sendo 22) a constante de renormalizacdo do campo de glion determinada pela correcdo em
1-loop, ou seja, a parte divergente do calculo que acabamos de realizar. Utilizando a correcao
obtida na Eq. 9, encontramos o valor em 1-loop da funcéo beta,

¢ 11 4

B = *w 3 C2(G) — ngC(T) ‘ (13)

Note que a partir da Eq. 11 podemos criar uma combinacio sem dimensdo (fatorando Q?)

que é invariante pelo grupo de renormalizacio, que é conhecida como constante de acoplamento
ou carga efetiva. Usando que ZgZ A=1,

R@) = R (), (14)

QS(QZ) = T An

_ 7
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onde 3(@2) é o propagador do glion no background. Assim, chegamos na expressio da constante

de acoplamento da QCD, que é dada por

Qs

1+ f—gas In (%)

as(QQ) (15)

onde By é o termo entre colchetes da Eq. 13 e M e «a; sdo a escala de energia adotada no proce-
dimento de renormalizagao e o acoplamento correspondente, ambos obtidos experimentalmente.
Seu comportamento esta graficado na Fig. 2.
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Figura 2: Comportamento da constante de acoplamento da QCD, com a,(Q?) em 1-loop
em funcao da escala de energia (momento).

Para uma teoria que se transforma sob SU(N), o operador de Casimir é C2(G) = N, e na
representagao fundamental dos férmions, C(r) = 1/2. A QCD é uma teoria que se transforma
sob SU(3) e possui seis férmions, logo sua funcao beta é negativa e a intensidade da interagao



forte decresce com o aumento das escalas de energia, comportamento que pode ser visto na Fig. 2.
Para valores de energia (momentos) suficientemente altos, os quarks se comportam como se nao
houvesse interacio, tendendo ao comportamento de particulas livres, caracteristica da teoria
conhecida como liberdade assintotica. Ja para escalas de energia muito pequenas, a interacdo se
torna tao intensa que sua descrigdo perturbativa deixa de ser apropriada.

IV Conclusoes

Neste trabalho aprendemos as propriedades fundamentais de uma teoria de gauge nao abeli-
ana, como € o caso da QCD. Em particular, utilizamos o método do campo de fundo para derivar
a funcao beta da QCD em 1-loop em teoria de perturbagdo. Este método é particularmente in-
teressante, pois ele mantém a invariancia de gauge, mesmo depois do processo de quantizacao.
Aprendemos que devido ao cardter nao abeliano da QCD, a func¢ao beta desta teoria é negativa
e, por consequéncia, o comportamento da constante de acoplamento desta teoria é o oposto da
QED, ou seja, para baixas energias (grandes distdncias) a constante de acoplamento é muito
grande e teoria de perturbacao nao pode ser aplicada, e para altas energias (pequenas distancias)
a teoria possui liberdade assintética.
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