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1 Introducao

A geometria diferencial é um ramo da matematica que busca estudar a geometria utilizando
as ferramentas do calculo diferential e integral. No projeto apresentado, o objetivo foi o de iniciar
os estudos no tépico desde seus conceitos basicos e procurar uma aplicagao dos resultados a outras
areas. Nesse sentido, um dos primeiros grandes resultados na area é o Teorema de Gauss-Bonet.

Neste trabalho vamos dar uma ideia sobre este teorema e suas aplicagoes por meio de um
exemplo e mostraremos a sua aplicacao para uma das leis do eletromagnetismo. Para isto, vamos
introduzir o conceito de primeira e segunda formas fundamentais. A primeira forma fundamental
permite definir um conceito de produto interno numa superficie e, com isto, uma ideia de distancia
e angulo. Ja a segunda nos da o valor da chamada curvatura normal, em que através dela, obtém-se
k1 e ko, que sao as direcoes dadas por autovetores que nos darao uma base ortonormal. Por fim,
o produto destas curvaturas serd a curvatura Gaussina que faz parte do enunciado do Teorema de
Gauss-Bonnet.

2 Metodologia

Estudaremos aqui a esfera com as ferramentas da geometria diferencial. A esfera de raio r
pode ser considerada como o subconjunto de R?* dado por

S? = {(z,y,2) CR®, 2* +y* + 22 =r?).

Observamos que a esfera nao é um espago vetorial, portanto, para fazer calculo diferencial
na esfera precisamos ”parametriza-la”, isto é, descrevé-la localmente como se fosse um espaco R2.
Para isto consideramos as seguinte parametrizacao

X(0,¢) = (rcos(¢) cos(0),rcos(p) sen(), rsen(p)), (0,¢) € (0,27) X (—7/2,7/2).

Observamos que para cada (6y, ¢g) existe um unico ponto da esfera P tal que X (6, ¢o),
no entanto vemos que ha pontos na esfera que nao estao sendo cobertos com esta parametrizagao
como, por exemplo, os polos norte e sul. Isto, embora é relevante, nao serd um problema para nosso
trabalho aqui e, portanto, nao nos deteremos nesse detalhe.

Para medir distancias e angulos na esfera vamos retomar o conceito de primeira forma fun-
damental. A primeira forma fundamental é definida a partir dos vetores tangentes, obtidos a partir
das derivadas parciais como segue

Xy = (—rcosgsend, rcos pcosb,0)
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X, = (—rsenycosf, —rsenpsend, r cos p)

e do produto interno canonico de R? como segue

E =< Xy, Xy >=1%cos(¢), F=<Xp,Xy>=0 G=<Xy4,X,>=1r%

Em cada ponto da parametrizaacao podemos definir o vetor normal, que é calculado

XgAX
e-2¢. . Temos que

[XogA X

por N =
Xg A X, = (r*cos® pcosf,r? cos® psend, 7 cos psenp) e |Xg A X,| =1?cos .
Assim, o vetor normal é
N = (cos @ cos B, cos psend, senyp).

Para calcular a segunda forma fundamental, é necessario que o derivemos o vetor normal
para cada um dos parametros . De maneira semelhante a derivada da parametrizagao, Ny se refere
ao vetor normal em funcao de 6 e NV, se refere em fungao de ¢.

Ny = (—cospsenf, cos pcosf,0) e N, = (—senypcosf,—senpsend, cos )

Assim, os coeficientes da segunda forma fundamental sao:

e=— < Ny, Xy >= —7“0082(,0, f=—=< Ny, Xg>=0, g=— <N, X, >=—r

Com isto, a curvatura Gaussiana é

eqg — f? 1
K=9"1 _°
EG— F?2 2

Observamos que, outra forma de ver isto, é que
1 1
No=-Xy e N,=-X
0 r 0 @ P

Logo, as curvaturas principais sao k; = ko = % e a curvatura gaussiana é K = k1ky = T%

3 Resultados

O Teorema de Gauss-Bonet (global) nos diz que se temos uma superficie orientada, fechada

e sem fronteira, entao
// Kdo =2mx(R)
R

onde x(R) ¢é a caracteristica de Euler da superficie.

Aqui a Caracteristica de Euler é um nimero que descreve a forma ou a estrutura de um espaco
R como espacgo topoldgico independentemente da forma como ele montado. De modo geral, a carac-
teristica de Euler é obtido a partir de uma triangulagao (uma familia de triangulos especificamente
arrumados e cuja a unido nos dara aquela regiao) e calculado por x(R) = F — A+ V onde F é o
numero de faces da triangulagao, A é o nimero de arestas da triangulacao, V' é o nimero de vértices
da triangulagdo. No caso da esfera, escolhemos um poliedro qualquer que a cubra. Tomemos o
icosaedro, que tem 30 arestas, 12 vértices e 20 faces, portanto y(R) = 20 — 30+ 12 = 2. Segue entao,
do teorema de Gauss Bonnet que

/ Kdo = 4.
S?
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Verificamos isto com as contas. Vimos que K = %2, também sabemos que
do = |Xg A X,| =1°cosp
e a regiao de integracao definida pela parametrizacao é ¢ € [-5, 7] e 0 € [0, 27]

Portanto, temos

2T 1 2T T —r 2T
/ Kdo = / / —27“2 cos pdpdf = / sen— — sen—df = / 2d0 = 4m.
SQ g T 0 2 2 0

Mostrando, assim, a validade do teorema de Gauss-Bonet com base nos calculos feitos ante-
riormente. Entendemos que isto nao é uma demonstracao do teorema é s6 a prova de que o teorema
se cumpre neste caso particular.

4 Aplicacao

Para além das aplicagoes na matematica pura, uma das principais consequéncias do Teorema
de Gauss-Bonet é a prova da lei de Gauss. A lei de Gauss nos diz que em uma superficie fechada

qualquer R que , vale que
// E’d/i’: Genv
R €0

em que E: vetor do campo elétrico (V/m), dA: diferencial da drea na superficie, gen,: carga envolvida
pela superficie e €y: constante da permissividade do vacuo.

Vamos mostrar esta lei no caso de uma superficie fechada. Sabemos que o campo elétrico
de uma particula é calculado por £ = 4;1;3;12, calculamos o fluxo integrando em uma esfera de raio r,

0 que se tem é:
// Qenv Q67w // —dA
471'607”2 dmey ) g

Pelo Teorema de Gauss-Bonet, dA corresponde a do e T—Q = K, além disso, toda superficie
fechada é homeomorfa a esfera, portanto, o célculo para o Teorema de Gauss-Bonet vale também
para quaisquer superficies onde se aplica a lei de Gauss. Entao, temos do Teorema de Gauss-Bonet

que
1 - 1
RT 52T

qCTL’U // quL’U 47T — quL’U
drey J g2 dmeg €0

provando a lei de Gauss pelo Teorema de Gauss-Bonet.

Retornando a (x),

5 Referéncias Bibliograficas

[1] Carmo, Manfredo P. do. Differential geometry of curves and surfaces. Englewood Cliffs; New
Jersey: Prentice-Hall, 1976;

[2] Halliday, D; Resnick R; Merrill J. Fundamentos de Fisica vol.3, Eletromagnetismo,3* Edigao,
LTC, RJ, 1995. Cap. 24 e 26;

[3] Madsen, 1. Tornehave, J. From calculus to de Rham cohomology and characteristic classes. Cam-
bridge University Press, Cambridge, 1997;

[4]O’Neill, B. Elementary Differential Geometry. Elsevir/Academic Press, Amsterdam, 2006.

XXXII Congresso de Iniciagao Cientifica da UNICAMP — 2024 3



