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INTRODUCAO

As cianobactérias, organismos procariéticos e autotrofos, desempenham um papel essencial na fotossintese
e no ciclo de nutrientes em ambientes aquéticos, dependendo de agua, diéxido de carbono, luz e nutrientes
como fosforo e nitrogénio para seus processos vitais [1]. Entretanto, sob certas condigbes ambientais, como
pH entre 6 e 9, temperatura de 15 a 30°C e concentracoes adequadas de nutrientes, essas cianobactérias
podem tornar-se dominantes, causando floragoes prejudiciais em reservatérios de agua [2]. Essas floragoes sao
frequentemente associadas a atividades antropicas, resultando de descargas de efluentes ricos em nitrogénio e
fosforo, e impactam negativamente a qualidade da agua e a vida aquatica [3].

No contexto brasileiro, a proliferagao de cianobactérias em reservatorios agrava a ja desafiadora escassez
hidrica, sendo uma preocupagao significativa [3]. Aproximadamente 40 espécies de cianobactérias produzem
cianotoxinas, classificadas como dermatoxinas, neurotoxinas e hepatotoxinas [4]. O crescimento descontrolado
desses microrganismos representa um risco para a vida selvagem e para a satide humana, tanto pela conta-
minagao direta da agua, quanto pela bioacumula¢do em peixes consumidos pela populacdo [4]. O controle
rigoroso é estabelecido pelo Ministério da Satude, que determina concentracées maximas e critérios de teste
para cianobactérias e cianotoxinas em aguas para consumo humano.

A interagao entre cianobactérias e zooplancton é um aspecto crucial a ser estudado, uma vez que o
zooplancton, ao estar sujeito a uma maior pressao seletiva com o aumento da temperatura, adapta-se em
resposta as floragoes [5]. Alteragbes na concentracao de cianobactérias afetam diretamente o zooplancton,
criando uma dinAmica complexa que influencia a cadeia alimentar aquatica [5]. O estudo dessas interagoes é
vital para compreender como mudangas na concentragao de um organismo afetam diretamente o outro.

Este trabalho tem como objetivo apresentar e analisar um modelo matematico de equacoes diferenciais or-
dinarias que descreva qualitativamente a dindmica de interagao entre zooplancton e cianobactérias produtoras
de cianotoxinas. Os resultados desta investigacao preliminar sao discutidos a luz de uma revisao bibliografica
abrangente, destacando a relevancia das interacoes bioldgicas e dos impactos ecologicos dessas floragoes. Na
continuagao deste projeto, avangaremos com a analise matematica do modelo proposto, incluindo simula-
¢Oes numéricas e interpretacao biologica, com vistas a participacgao no Congresso de Iniciagao Cientifica e
subsequente publicacao dos resultados em colaboragao com a orientadora.

METODOLOGIA

Neste estudo, desenvolvemos um modelo matematico para descrever a interagao entre o zooplancton e
as cianobactérias produtoras de cianotoxinas. O modelo é baseado em equagoes diferenciais ordinarias nao-
lineares que consideram as concentragoes de nutrientes, cianobactérias, cianotoxinas e zooplancton ao longo
do tempo.
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Definicao das Variaveis

e N(t): Concentragdo de nutrientes, sobretudo fésforo e nitrogénio, essenciais para o desenvolvimento das
cianobactérias.

e A(t): Concentragao de cianobactérias.
e T(t): Concentragao de cianotoxinas.

e Z(t): Concentracao de zooplancton.

Equacgoes do Modelo
1. Nutrientes (N):

e A produgdo constante de nutrientes é representada por gN;,, que pode ocorrer naturalmente ou
devido a fontes de poluicao.

e O consumo de nutrientes pelas cianobactérias € modelado pela taxa Michaelis-Menten « (H%) A.

e A reducdo de nutrientes devido a processos quimicos ocorre & uma taxa opy.

2. Cianobactérias (A):

e As cianobactérias utilizam os nutrientes para seu crescimento, com um acréscimo de a-y (%) A
na equagao para A.

e A mortalidade natural das cianobactérias ocorre & uma taxa o4.
3. Zooplancton (Z):

e A producgao de zooplancton é proporcional & taxa r.

e A mortalidade natural do zooplancton é representada pela taxa 0.

e O pastejo do zooplancton sobre as cianobactérias é descrito pela intera¢do SAZ, diminuindo a
concentracdo de A e aumentando a concentracio de Z.

4. Cianotoxinas (7T):

e As cianotoxinas sado produzidas pelas cianobactérias a taxa ¢.
e A desativagao das cianotoxinas por reagoes quimicas ocorre a taxa orp.

o O efeito letal das cianotoxinas sobre o zooplancton é modelado pela interacao —pZT, e a diminuigao
da toxina envolvida na interacao é dada por —npZT.

Modelo Matemaéatico

O modelo resultante é um sistema de equagoes diferenciais ordinarias nao-lineares que pode ser escrito
como:

dN
e qu_“(sz)A—"NN
dA N
= = e (b+CN>A—BAZ—UAA
(1)
dT
E — A pZT —orT
dt ¢ P or
% = rZ+PBAZ —npZT — oz 7.
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RESULTADOS E DISCUSSAO

A analise do sistema de equagoes algébricas nao-lineares, obtido igualando a zero todas as derivadas do
sistema de EDQO’s (1), permitiu determinar os pontos de equilibrio do sistema. Por meio de manipulagoes
algébricas e técnicas de resolucao de sistemas de equagoes, foram obtidos trés pontos de equilibrio:

e O ponto P, em que s6 ha presenga de nutrientes, com auséncia de cianobactérias e, portanto, cianoto-
xinas, além do zooplancton. Esse ponto é dado por:

'Nin
P, = (N,AT,Z) = <q ' ,o,o,o) .
oN

e O ponto P, em que ndo ha a presenga de zooplanctons:

P2:(NaAvTaZ):(NQ;A27T27O)7 tal que:

Oq b O'n'b'(QZ_l) ¢A2
2 0o (Q1—1) 2 a-o,-b 2 or
em que
e c-b+c- -1
Ql:V ;e Q= @ -1
Oq - C on-b

e O ponto Pz, em que ha a coexisténcia de zooplanctons e cianobactérias:

Py = (N7Au T7 Z) = (N37A33T3u23)7 tal que:

_ B-Zz-btoa-b _r—oz+p3-As ¢ Azn-p—or-(r—oz+pB-Az)
N3 = , i=——"———, Z3= .
Ya—oa-c—B-Zz-c n-p plr —oz + - As]

A coordenada Aj corresponde 4 raiz real e positiva (se houver), do polindmio de terceiro grau dado por:

p(A) = ns A% +ns A2 + ni A+ ng

As expressoes dos coeficientes do polinénio p(A) serdo omitidas devido ao tamanho e complexidade.

A interpretagao biolégica dos limiares, derivada da anélise prévia, representa um componente crucial para
a compreensao do sistema em estudo. Em tltima andlise, a analise bioldgica dos limiares nao apenas adiciona
profundidade & compreensao do modelo, mas também enfatiza a importancia de abordagens interdisciplinares
na pesquisa cientifica.

Na sequéncia sao apresentadas as condicoes de existéncia dos pontos de equilibrio, do ponto de vista
biolégico, o que significa que nao nos interessa quaisquer solu¢oes matematicas, mas apenas aquelas que sao
reais e positivas.

e Ponto P = (N1,0,0,0).

a) Ny > 0: A produgdo de nutrientes deve ser positiva; Diminui¢do de nutrientes por processos
quimicos deve ser positiva.

e Ponto P, = (N2>A27T270)'

a) Ny > 0: Biologicamente, isso significa que a taxa combinada de eficiéncia de conversio de nutrientes
em biomassa () e a taxa de consumo de nutrientes («) deve ser maior que o produto da taxa de
mortalidade das cianobactérias (0,) e a constante que afeta a disponibilidade de nutrientes (c).

b) A; > 0: Para que a concentracdo de cianobactérias As seja positiva, a razdo Q2 deve ser maior
que 1. Isso implica que a taxa de crescimento das cianobactérias (ary) deve ser suficientemente
alta para superar as taxas de mortalidade (o,) e outras perdas. Quando Q2 > 1, significa que a
producao de cianobactérias estd ocorrendo a uma taxa maior que a mortalidade, levando a uma
concentragdo positiva de cianobactérias A,. Implica que a producdo de cianobactérias é maior que
sua mortalidade.

¢) Ty > 0: Para que a concentragdo de cianotoxinas 75 seja positiva, a taxa de produgdo de cianoto-
xinas (¢) deve ser positiva e a taxa de desativa¢ao das cianotoxinas (o;) também deve ser positiva.
Isso indica que as cianobactérias estao ativamente produzindo toxinas em uma taxa maior do que
a taxa em que essas toxinas sao desativadas, resultando em uma acumulac¢do de cianotoxinas no
ambiente. Implica que a producao de cianotoxinas pelas cianobactérias é maior que sua desativagao.
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e Ponto P3 = (NS,A37T3vZ3)'

a) N3 > 0: Interagao zooplancton-cianobactéria deve ser maior que a mortalidade das cianobactérias e
o aumento das cianobactérias mais a mortalidade das cianobactérias deve ser maior que a interagao
zooplancton-cianobactéria; Interacao zooplancton-cianobactéria deve ser menor que a mortalidade
das cianobactérias e o aumento das cianobactérias mais a mortalidade das cianobactérias deve ser
menor que a intera¢ao zooplancton-cianobactéria.

b) T3 > 0: Produgéo de zooplancton menos a mortalidade dos zooplanctons deve ser maior que a
interagao zooplancton-cianobactéria e diminuicao de concentracao de cianotoxinas deve ser positiva.

¢) Zs > 0: Producdo de cianotoxinas deve ser maior que a desativagdo das cianotoxinas, o efeito
letal das cianotoxinas deve ser positivo, e a produgao dos zooplanctons menos a mortalidade dos
zooplanctons deve ser menor que a concentragao de cianobactérias; Produgao de cianotoxinas deve
ser menor que a desativagao das cianotoxinas, e a produgao dos zooplanctons menos a mortalidade
dos zooplanctons deve ser maior que a concentragao de cianobactérias.

Na dltima etapa de desenvolvimento do projeto se dara o prosseguimento da anélise matematica do modelo,
como determinacdo de rafzes reais positivas do polinomio p(A), anéalise de estabilidade local, simulagoes
numéricas de cenérios e interpretagao bioldgica dos resultados.

Anailise das Condigoes de Estabilidade do Ponto P;

Calculando a matriz Jacobiana no ponto de equilibrio P; obtemos:

- _qaNin
oN (b-‘rcq'f]i]\?n) 0 0
— _gqoyNin
J(N1,0,0,0) = 0 Ta (b+cqﬂNiJ\§n) 0 0
0 ¥ —0y 0
0 0 0 r— 0y

De tal maneira, ap6s calcular a matriz Jacobiana encontra-se o polinémio caracteristico P; dado por:

qayNi,

(bJqu?l\Lm)

JA) =(A—on) | -A—0ga+ (A=) (r—A—o0,).

Analise de sinal dos Autovalores de P;

e )\ = —on é negativo se oy > 0.

+ goyNin—=cqNinoq—bogon

® =0, cqNin+bon

deve ser negativo, dependendo dos paradmetros q, o, 7y, Nin, ¢, b.
e )\3 = —0; € negativo se g; > 0.
e )\y =1 — 0, énegativose r < 0,.

Se todas essas condicoes forem satisfeitas, podemos concluir que o ponto de equilibrio trivial P; é local-
mente assintoticamente estavel. Caso contrario, o sistema pode apresentar instabilidade ou comportamento
oscilatério.

CONCLUSAO

A investigagdo apresentada neste estudo destaca a importancia critica da dinAmica de interacdo entre
zooplancton e cianobactérias produtoras de cianotoxinas. O desenvolvimento e analise do modelo matemético
baseado em equacoes diferenciais ordinarias nao-lineares fornecem uma compreensao inicial da complexidade
dessas interacoes e seus impactos ecolégicos.

A relevancia deste estudo se reflete na necessidade urgente de gerenciar floragoes de cianobactérias, que
representam uma ameaga significativa & qualidade da dgua e & satde publica. As descobertas preliminares
sugerem que compreender essas interacoes é fundamental para o desenvolvimento de estratégias eficazes de
controle e mitigagao.

Vale salientar que a anéalise de estabilidade dos pontos de equilibrio identificados e as simula¢ées numéricas
serao abordadas em detalhes no relatorio final. Essas etapas adicionais sao essenciais para validar o modelo e
fornecer uma interpretagao bioldgica robusta, que sera apresentada no Congresso de Iniciagao Cientifica e na
publicacao subsequente dos resultados.
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