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INTRODUGAO:

Quando ha uma perturbacdo no espaco-tempo ao redor de um buraco-negro, este oscila
seguindo modos dissipativos de perturbacdo, os chamados modos quase-normais (QNM, do inglés
quasi-normal modes). Esses modos de oscilacdo podem ser detectados, por exemplo, nos estagios
finais de uma coalescéncia de buracos-negros, e nos fornece informacfes sobre o buraco-negro
resultante, i.e., sua massa, carga e momento angular. Pesquisas recentes (JARAMILLO; MACEDO; AL
SHEIKH, 2021) mostram que, se houverem perturbacdes sobre a métrica de fundo, entdo todos os
overtones, i.e., 0s modos de vibrag&o acima do fundamental, se alteram drasticamente, e ha uma perda
de isospectralidade entre os modos polares e axiais. O objetivo dessa iniciacdo € estudar sobre os
QNMs, essa instabilidade sob perturbages de fundo, e quais informac¢des podem ser obtidas a partir

dos modos perturbados.

DESENVOLVIMENTO:

Essa iniciagcdo se deu de maneira principalmente bibliografica, com a elaboracdo de alguns
algoritmos numéricos para se verificar os resultados teéricos. Os contetdos estudados estdo dispostos

a seguir, separados em subsecdes.

MODOS QUASE-NORMAIS

O estudo dos modos quase-normais fora inicialmente feito por Regge e Wheeler (1957),

analisando perturbagfes da métrica de Schwarzschild. Se tomarmos Euv = gﬁ\, + hy,, em que gﬁ\, éa
métrica de Schwarzschild e |h,,| « |g}y|, podemos expandir h,,, em harménicos esféricos tensoriais de
momento angular £ e componente axial m. Essa combinag&o apresenta termos polares e axiais, baseado
em seu comportamento sob a inversdo de paridade. Escolhendo um calibre apropriado e fazendo as
mudancgas de variaveis necessarias, Regge e Wheeler obtiveram uma equacéo para a parte radial das

ondas axiais (0 subindice m foi retirado pois a equacgéo independe de m):

XXXII Congresso de Iniciacdo Cientifica da UNICAMP — 2024 1



2 2
%ﬁ”m?ﬁ+Mﬂm=o oty
— [=2,RW
r 2.5 -/-"\. i izigw
em quex=r+2M1n(m—1)e : N s

! \
fi . —-- 1=4,RW
1 2.0+ i \, —- =47

Ve (r) = (1 - g) [+ Dr + 2(1 —s*)M]

T3
em que s = 2 € 0 spin do campo gravitacional.
E possivel mostrar que essa equacao ainda vale para

perturbacfes escalares e eletromagnéticas (vetoriais),

utiizando s=0 e s=1, respectivamente
(KOKKOTAS; SCHMIDT, 1999).

Figura 1: Potenciais V;WV'2 e sz em fungdo de x para £ = 2,3,4.

Zerilli (1970) obteve as equacdes para ondas  Note que V,(x) ~ e* para x = —0 e Vy(x) ~ x™% para x —
+o00. Fonte: autoral.

polares, que € igual a equacao anterior, mas com
2(r — 2M)

Vi) =4
Q) r*(nr + 3M)?

[n?(n + 1r3 + 3Mn?r? + 9M?nr + 9M3]

emquen=3(£ - (¢ + 2).

Note na figura 1 que ambos 0s potenciais tendem a zero quando x — t+oo, de modo que nesses
limites as solugBes se comportam como ¢, (t,x) ~ el@(™tD) 'j e, como ondas planas. Para um dado w €
C, se houver uma solugéo da equacéo de onda acima tal que nos limites as ondas estejam indo ao infinito

e ao horizonte e ndo haja componente vindo deles, chamamos w de modo quase-normal do buraco-

negro.

ABORDAGEM HIPERBOLOIDAL COMPACTIFICADA

Para se obter e analisar esses modos, uma possivel abordagem é fazer uma mudanca de
coordenadas que incorpora o carater assintotico dos QNMs. Essa abordagem € chamada de
hiperboloidal compactificada. Primeiramente, é feita uma reescalagem das variaveis x e t:

_ t B X
T *Tam
Agora, queremos uma variavel T que se comporte como a fase da onda, de modoque t -t — &

V, = (4M)?V,

_ - _ _ . . . , _ 1
sex o> +wet—ot+xsex—o —oo. Além disso, ao invés de usar a coordenada ¥ = ﬁ +-In (ﬁ - 1),

t T

2M
usaremos o = — € (0,1), em que

o =1 é o horizonte de eventos e

o = 0 é o infinito. Essa mudanca de
Il I

(] ]

variaveis é dada port =t — h(o) e

&1
Il
=
2
pco
b

x = g(o), com e

111

g(o) = E[—+ In(1-o0)— lncr]
(o)

Figura 2: Representa¢do da mudan¢a de coordenadas hiperboloidal compactificada: a

1 1 -
h(O') = — []n o+ ]n(l — o') — —] reta T = const leva, assintoticamente, a reta t + X = const, e o dominio espacial se
2 g torna compacto. Fonte: autoral.
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Uma visualizacdo dessa mudanca de coordenadas se encontra na figura 2. O nome
“hiperboloidal” vem do mapa de t = const no plano x — t, que tem aparéncia de uma hipérbole, e 0 nome

“‘compactificado” vem da transformacao de i para o, que torna o0 dominio espacial compacto.

ESTABILIDADE ESPECTRAL

Uma vez que os modos quase-normais foram propriamente introduzidos, a outra pergunta
pertinente a se fazer é: o que ocorre com essas frequéncias se a métrica ndo for exatamente de
Schwarzschild, devido, por exemplo, a um disco de acrecdo ou a flutuacdes quanticas do vacuo? A
abordagem feita por Jaramillo, Macedo e Al Sheikh (2021) é, a partir da abordagem hiperboloidal

compactificada, escrever a equacao de onda como sendo

_ [ ¢ 10 1
O = Lu v a‘rd)#] L= [Ll L,
emaque L, = ﬁ [0,(c%(1—0)d,) —V,(0)] e L, = ﬁ [(1—20%)d, — 20], com o potencial ¥, dado para

ondas polares e axiais. Os QNMs s&o solucdes da forma ¢,(t, o) = e'“,(c), de modo que tenhamos
um problema de autovalores Lu = iwu sobre um espaco de func¢des propriamente definido.

Nesse espaco, também temos um produto interno definido como sendo

(g, uz)g = < 3’1] [ii])E = .’: [(1 +0)P1W; + 0% (1 — 0)0,p10,p, + %‘51‘1’2 do

Esse produto interno é definido de modo que ||u||%4 = (u,u); € a energia contida nesse campo.
Note que a andlise feita a seguir depende altamente da norma utilizada, portanto é importante usarmos
essa norma, que possui significado fisico. Com esse produto interno em méaos, podemos fazer uma
andlise dos autovalores do operador L e do efeito de perturbagdes em V, sobre eles.

Seja A um operador com autovalor A, e seja u e v seus autovetores a esquerda e a direita,
respectivamente. Se perturbarmos a matriz original & matriz A, = A + € §4, com ||§A|| = 1, e tomarmos
As como sendo seu autovalor perturbado, temos que, se 0 < € « 1, entdo (JARAMILLO; MACEDO; AL
SHEIKH, 2021)

llull l|v]]
A, — A < e——F+0(?)
‘ (w, v)]
Logo, a quantia k(1) = W, chamada de nimero condicional de 1, nos da uma cota superior

{uw)l

para 0 quanto esse autovalor sera perturbado para uma perturbacdo de tamanho e. Note que esse
namero ndo depende da natureza da perturbacdo, e pode ser calculado somente por meio dos
autovetores originais. No caso de um operador normal, i.e., [A,A’f] = 0, as matrizes sdo simultaneamente
diagonalizaveis e podemos tomar u = v, de modo que k(1) = 1, ou seja, a perturbacao nos autovalores
€ da mesma ordem de grandeza da perturbacdo da matriz, 0 que caracteriza estabilidade espectral.

Além dessa andlise de niumeros condicionais, uma outra abordagem mais elaborada se da por
meio do chamado pseudoespectro de um operador. O espectro o(L) de L € o conjunto de valores A tais

que (L — AI) nao é invertivel. Se o operador for de dimensao finita, isso equivale ao conjunto de seus
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autovalores. Se 1 & (L), definimos seu resolvente como sendo R, (1) = (AI — L)™1. Se 2 € a(L), R, (1)
néo esta bem-definido, mas assumiremos que sua norma € infinita para a definicdo adiante.
O e-pseudoespectro de L, denotado por ¢¢(L), é definido como sendo o conjunto de valores 4

tais que existe uma perturbacéo JL, ||5L|| < &, com A € a(L + SL). Uma outra definicdo, equivalente para
operadores de dimensao finita (TREFETHEN; EMBREE, 2005), é ¢¢(L) = {A e C: IR,V > i} Essa

definicdo é mais abstrata, porém é mais facil de se usar numericamente para analisar o pseudoespectro
do operador. No caso de um operador normal A de dimenséo finita, seu e-pseudoespectro é dado por
o¢(4) ={2€ C:d(2,0(4)) <e} (TREFETHEN; EMBREE, 2005), o que, novamente, mostra a
estabilidade dos operadores normais.

Jaramillo, Macedo e Al Sheikh (2021) discretizaram o operador L para calcular seu resolvente e,
assim, obter o pseudoespectro do operador usando a segunda definicdo acima. Os resultados estdo
presentes na figura 4. Para fins de comparagédo, a figura 3 mostra a norma para um operador
autoadjunto, que é normal e espectralmente estavel. Ainda na figura 4, ha os autovalores do operador
discretizado em vermelho, que inclui os QNMs mais autovalores espurios devido a um corte de ramo
gue ocorre ao se estudar a transformada de Laplace desse operador. HA um QNM nessa semirreta, que
pode ser encontrado alterando o numero de pontos usados na discretizacdo, pois os autovalores

espurios se alteram aleatoriamente enquanto que esse QNM permanece fixo.
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diy Figura 4: Pseudoespectro do operador que descreve ondas axiais com
£ =2. O painel de cima mostra os numeros condicionais, que
apresentam crescimento exponencial em comparagdo com k. O painel

Figura 3: Pseudoespectro de um operador autoadjunto. O de baixo apresenta, além do pseudoespectro e dos QNMs, autovalores
painel de cima mostra os numeros condicionais dos espurios do operador discretizado e os autovalores do operador
autovalores, que sdo todos iguais a 1. O painel do meio segundo perturbagdes de variadas intensidades e frequéncias. Fonte:
apresenta o pseudoespectro com escala logaritmica de cor, (JARAMILLO; MACEDO; AL SHEIKH, 2021).

e o painel de baixo é uma ampliagdo do anterior. Fonte:
(JARAMILLO; MACEDO; AL SHEIKH, 2021).

Esses autovalores espurios, entretanto, sdo tao instaveis quanto os QNMs, o que impede a
andlise de perturbacgdes aleatorias do potencial. Analisando perturbacdes da forma V, ~ cos(2rkx) para
diferentes intensidades e valores de k, no entanto, mantém esses autovalores controlados e resulta nos

diferentes modos mostrados na figura 4. Percebe-se que os QNMs sao estaveis quanto a perturbacdes
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de baixa frequéncia, mas sdo extremamente instaveis a frequéncias maiores, se deslocando para as
curvas de nivel da norma do resolvente. O modo fundamental, no entanto, permanece estavel, e
apresenta deslocamento minimo na presenca de perturbacdes de qualquer frequéncia. O Unico tipo de
perturbacdo que torna o modo fundamental instavel séo os que alteram o carater assintético do potencial
(JARAMILLO; MACEDO; AL SHEIKH, 2021).

Além disso, os potenciais perturbados de Regge-Wheeler e Zerilli, que originalmente possuiam
os mesmos QNMs, perdem sua isospectralidade ap6s as perturbacfes. Além disso, essa caracteristica
de os modos se moverem para uma curva aparentemente bem-definida ndo é uma caracteristica Unica
dos potenciais estudados aqui: analises feitas com o potencial de P&schl-Teller mostram esse mesmo
comportamento, e o formato das curvas obtidas para todos os potenciais aparentam independer do
potencial e da natureza da perturbacao, contanto que seja de alta frequéncia, o que indica uma possivel
universalidade na maneira como 0os QNMs séo alterados. Dessa forma, apesar de serem instaveis, eles
aparentam se alterar de forma mais ou menos previsivel, e sobretudo seguindo as curvas de nivel do

resolvente, o que talvez possa ser utilizado para extrair informacdes sobre a perturbacdo em questéo.

CONCLUSOES:

Diante dos resultados visualizados, obtivemos que 0 QNM fundamental de um buraco-negro pode
ser utilizado para se obter informacdes intrinsecas do astro, e confirmar que se trata de um buraco-negro
e nao de uma estrela compacta. Esse modo é estavel quanto a perturbacdes de qualquer natureza,
desde que o comportamento assintético do potencial seja preservado, o que garante que ele seja
utilizado como parametro para essa andlise. Além disso, 0s overtones, apesar de instaveis quanto a
perturbacbes de alta frequéncia, aparentam se alterar de modo a seguir uma curva de carater
gualitativamente universal, seguindo as curvas de nivel do resolvente, o que talvez possa ser usado para
se estudar as perturbacdes que ocorrem nos arredores do buraco-negro, incluindo perturbactes

guanticas do vacuo nessa regido.
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