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Resumo

Este projeto se trata de uma continuagao de dois trabalhos realizados anteriormente intitulados
"Equagao da onda unidimensional e n-dimensional e aplicagdes"e "Teoria de semigrupos e aplicagao
a um sistema elastico". Aqui, o principal objetivo é o estudo da controlabilidade nula da equacao da
onda por meio do método HUM, Método da Unicidade de Hilbert.

Introducao

Na primeira parte do trabalho foram estudados como resultados preliminares para que fosse possivel
ter um melhor entendimento do processo de obtencao de solugao do problema de controle e também
para familizariacao de resultados tratando de analise funcional. Alguns dos resultados estudados estao
dados abaixo.

Teorema 1 (Teorema de Holmgrem) Sejam o = {o1,---,a,} € Ny, |a| = a1 + -+ ayp €

o 0 “ g
0 Assuma que P = 37, <, Aa(z)0

r 011 Oz, r
coeficientes analiticos. Se Pu € real e analitico em uma vizinhanga conexa e aberta de 2 C R™, entdo

u também € analitica.

€ um operador diferencial eliptico com

Teorema 2 (Teorema da Representag¢do de Riesz) Sejam H um espaco de Hilbert real e H' seu
dual. H' pode ser canonicamente identificado a H, isto €, para cada v’ € H' existe um tnico elemento
u € H tal que

<u',v>= (u,v)

para todo v € H. A aplicagio v’ — u é um isomorfismo linear de H' em H.
Lema 1 (Lema de Lax-Milgram) Seja H um espago de Hilbert com norma || - || e produto interno

(+,-). Denota-se por < -,- > a dualidade de H com H'. Seja B : H x H — R uma aplicagio bilinear,
na qual existem constantes «, § > 0 tais que dados u,v € H



L [Blu,v]| < aflul[[|[v]] e
2. Bllull® < Blu,o].
Seja f € H'. Entao, existe um tnico elemento u € H tal que
Blu,v] =< f,v >,
para todo v € H.

Teorema 3 (Teorema da Compacidade de Aubin-Lions) Sejam Xy, X e X espagos de Banach
com Xog C X C Xq. Suponha que Xg estd compactamente imerso em X e que X estd continuamente
mmerso X1. Para 1l < p,q < 00, seja

W ={u € LP([0,T]; Xo) | u' € LI([0,T]; X1)}.
e Sep < oo, entao a imersao de W em LP([0,T]; X) é compacta.
e Sep=o00eq>1, entio a imersio de W em C([0,T]; X) é compacta.

Também na primeira parte do trabalho, foi estudada a existéncia, unicidade e regularidade de
solugoes ultrafracas para o problema com condigoes de contorno nao homogéneas dado abaixo, com X
contorno do cilindro @ = 2x]0,T[, em que 2 é um subconjunto aberto e limitado de R™ com fronteira
FeT >0.

2 —Az=0 em Q,
z2="0 em X, (1)
2(0) = 2%, 2/(0) = 2! em Q.

Aqui 20, 2! apresentam menor regularidade quando comparado aquela exigida no estudo de solucdes

classicas e solugoes fracas. Como os dados iniciais ndo apresentam grande regularidade, a solugao do
Problema (1) é definida pelo Método da Transposi¢dao, em que utilizamos a solu¢do do problema
backward. Em Lions-Magenes [3], foi definido o que se chama de solugao ultrafraca para um problema.
Esta solucao é definida como o funcional z tal que

00
<z,9"—A0>:—<z0,9/(0)>+<z1,9(0)>—<$,v> (2)
para todo 0(x,t) que satisfaz o problema abaixo
0" — A0 = f em Q,
0=0 em X, (3)

O(T)=06(T)=0 em.

O problema (3), por sua vez, foi estudado em detalhes, via semigrupos, no projeto realizado ante-
riormente intitulado "Teoria de Semigrupos e aplicagao a um sistema eléstico".

Definigao. Para {20, 2',v} € L?(Q) x H™1(Q) x L?(X), chama-se de solugio ultrafraca do problema
de valor inicial e de contorno (1), a func¢do z € L®(0,T; L?(f)) satisfazendo a condicio

/ zf dedt = —(2°,0(0))+ < 2, 6(0) > — », dT'dt,
Q b)) 81/

para toda f € L'(0,7; L*(Q)) com 6 solugio do problema backward (3). Essa solugio também pode
ser chamada de solucao por transposigao.

Também sao necessarios resultados em relagao a existéncia, unicidade e regularidade de solugdes
por transposicao.



Teorema 4 (Teorema de existéncia e unicidade) Existe apenas uma solu¢ao ultrafraca z do
problema de valor inicial e de contorno (1). Além disso, z satisfaz

2l oo r2@)) < C (12°0 220 + 112 1 m-100) + ol r2s)) 5

em que a constante C' depende apenas de T > 0.

Teorema 5 (Regularidade de solugoes ultrafracas) A solugao por transposicao z de (1) pertence
a classe

2 € %[0, T); L () N CH([0, T} H (%))
e satisfaz & estimativa
Izl e o7 r20)) + 112 0,100 < C (121 12(0) + 112 510 + [Vl 12(3)) 5

em que a constante C' depende apenas de T > 0.

Problema de Controlabilidade Exata na Fronteira

Durante a segunda etapa desde projeto, consideramos o seguinte problema envolvendo a equagao
da onda, aqui, sera realizada uma a¢@o no contorno ¥ = I'x]0, T do cilindro Q = Qx]0, T, em que 2
é um subconjunto aberto e limitado de R™ com fronteira I' e T' > 0

y'—Ay=0 em @,
y(0) =4°, ¥'(0) =y' emQ, (4)
Yy =0 em ..

Neste projeto estamos interessados em estudar o problema de controlabilidade exata que pode ser
definido da seguinte maneira.

Definicao do problema de Controlabilidade Exata. Seja T' > 0, encontre um espago de Hilbert
H tal que para qualquer par de dados iniciais {y°,y'} € H, existe um controle v no conjunto de
controles, definido na parte ¥y da fronteira X, tal que a solug¢ao correspondente y = y(x,t,v) de (4)
verifica a condi¢ao de equilibrio para todo x € Q, ou seja, y(T') = y/(T) = 0 para todo z € Q.

Fisicamente, pode-se pensar no problema (4) como modelagem de um problema que descreve vi-
bragoes de uma estrutura eléstica ocupando uma regiao €2 € R”, em que a agao do controle é realizada
ao longo do bordo X. Nota-se que a acdo pode ser apenas realizada em uma porgao g de X. Aqui, v
é um funcao que pertence a um certo espaco de funcoes de controle.

A formulacdo do método HUM, acronimo para Hilbert Uniqueness Method, foi idealizada por J.L.
Lions em [4] e [5].

Dados {¢°, ¢'} € D(2) x D(£2), considere o problema de valor de contorno homogéneo

Qb” - A¢ =0 €m Q7

p=0 em X, (5)

¢(0) = ¢°, ¢/(0) = ¢! em Q.

: 09 _ - - . -
Sabemos da regularidade na fronteira M € L*(¥). E necessario também resolver o problema nao
homogéneo na fronteira

lpﬂ - A@b =0 €m Q7
9% om >0

p=ga O
0 em X\,

P(T) =0, ¢Y(T)=0 emQ.



O Problema (6) é um problema bem posto e foi estudado na primeira etapa deste trabalho. Pelos
resultados acerca da regularidade da solugao, temos ¥(0) € L%(Q) e ¢/(0) € H~Y(Q). Aqui, se fard
util a definicdo do seguinte operador

A{¢°, 6"} = {¢/(0), —¥(0)}.

Ao multiplicar a primeira equagao de (6) por ¢(z,t), solugao do problema (5), e integrar com
relacdo a Q, apo6s algumas manipulacoes, obtém-se

2
A{¢0,¢1}_/Z (g‘f) drdt.

A partir disso, define-se a semi norma em D(2) x D(Q)

{6, 61 }|r = (/EO <§(5>2d1“dt>%.

Para mostrar que a seminorma acima na verdade é uma norma, é necessario que, se ¢ é solugao de
(5) com {¢°, '} € D(Q) x D(£), entdo se % =0 em Xy implica ¢ =0 em Q. O que é verdade pelo
Teorema de Holmgren.

Vamos considerar o completamento D(2) x D(Q) com relacdo a |[{¢°, ¢'}||r e representar por F
esse espaco de Hilbert. Pelo Lema de Lax Milgram, para cada {n°,n'} € F’, dual de F, existe tinico
{¢%, ¢!} € F tal que

< A{¢0’¢1}7{€07§1} >=< {novnl}v{foygl} >FIXF -

De fato, A : F' — F' configura um isormorfismo. Consequentemente, existe tinico {¢°, ¢!} € F tal
que
AMg% o'y = {y', —y"}.
Utilizando agora a defini¢do do operador A e a unicidade de soluc¢bes ultra fracas, obtemos a
condicao de equilibrio desejada
y(x,T) =19 (2, T) =0 em Q.

E possivel caracterizar F e F’ como espagos de Sobolev. Efetivamente, F' = H}(2) x L%(Q) e seu
dual F' = H=1(Q) x L?(92). A demonstracio desse fato utilizada da regularidade de solucdes fracas e
de resultados de anélise funcional. Uma demonstracao detalhada deste fato pode ser encontrada em
Medeiros [6].

Problema de Controlabilidade Exata Interno

Também estamos interessados no seguinte prolema

Y — Ay = hy, em @,
y(0) =1°, ¥ (0) =y' emQ, (7)
y=20 em >,

em que ) é conjunto aberto e limitado de R™ com contorno I'; @ = 2x]0,T[e ¥ =Tx]0,T[ e T > 0.
Aqui, w representa um subconjuntos aberto de € e ., denota a fungdo caracteristica de w. O problema
de controlabilidade exata interno pode ser definido da seguinte maneira.



Definicao do problema de Controlabilidade Exata. Seja T" > 0, encontre um espaco de Hilbert
H tal que para qualquer par de dados iniciais {y",y'} € H, existe um controle h € L?(wx]0,T[), tal
que a solugao da equagao (7) satisfaz a condi¢ao de equilibrio

y(T) =y (T) =0

em §).

Fisicamente, pode-se pensar no problema (7) como modelagem de um problema que descreve vi-
bragoes de uma estrutura eléstica que ocupa uma regiao {2 € R™, em que a agdo do sistema ¢é realizada
em um cilindro interno a Q.

A metodologia HUM pode ser utilizada de maneira analoga ao problema de controlabilidade exata
na fronteira. Em que a caracterizagdo do espago de Hilbert F' como espagos de Sobolev neste caso sera
F =L*Q) x H1(Q) e seu dual F’ = L*(Q) x H}(Q). Detalhes a respeito dessa caracterizagao estao
presentes em Medeiros [6].

Conclusao

Neste projeto, as solugoes por transposi¢ao foram obtidas pela metodologia HUM, Método da
Unicidade de Hilbert, que é baseado na construgao de um espaco de Hilbert por completamento.
Assim, o ponto principal deste trabalho foi compreender do que se tratam problemas de controle e
introduzir estudos acerca de anélise funcional que se faz extremamente necessiria no estudo mais
aprofundado de equagoes diferenciais parciais. Este trabalho pode ser visto como uma introducao ao
estudo avangado de equagoes diferenciais, de maneira que seja possivel prosseguir em um estudo de
temas correlatos na pés-graduacgao.
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