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1 Objetivos e Palavras-chave

O projeto consiste em estudar uma formulação geométrica do formalismo lagrangeano da
mecânica clássica, tal como visualizar suas aplicações para obter outros resultados. Começamos
com a definição de variedades, assim como a descrição de curvas e do espaço e fibrado tangente.
Em seguida, falamos de cálculo de variações e de como dáı surge a formulação lagrangeana, parte
principal do projeto, tal como algumas de suas aplicações para o estudo de curvas em superf́ıcies
e na mecânica em si, particularmente expondo o teorema de Noether. Por fim, finalizamos
introduzindo sobre o espaço cotangente e expondo um pouco do formalismo hamiltoniano, assim
como algumas de suas aplicações.

Palavras-chave: lagrangeano, variedades, fibrado tangente.

2 Variedades

Uma variedade topológicaM é um espaço topológico que obedece os seguintes requerimentos:

1. M é Hausdorff, i.e, dados dois pontos distintos p e q em M , há dois conjuntos abertos
disjuntos, U e V , tal que p ∈ U e q ∈ V .

2. M respeita o segundo axioma da contabilidade, i.e, há uma base contável da topologia em
M .

3. M é localmente euclidiano de dimensão n ∈ N, i.e, para todo conjunto aberto U em M ,
existe uma função bijetiva ϕ : U → V , cuja inversa é cont́ınua (tal ϕ é um homeomorfismo)
onde V é um aberto de Rn. Denominamos o par (U, ϕ) de carta.

Uma coleção {(Uα, ϕα)}α de cartas que cobre M , i.e, M =
⋃

α Uα, é denominado atlas. Alguns
exemplos de variedades incluem o espaço euclidiano Rn ou a esfera Sn. De fato, definimos uma
superf́ıcie como uma variedade topológica de dimensão dois.

Quando os homeomorfismos dentro do atlas são difeomorfismos (i.e, bijeções diferenciáveis
cuja inversa é diferenciável), denominamos M como uma variedade diferenciável . Se M possui
uma forma quadrática positiva-definida, ⟨ , ⟩ : TM×TM → R,M é uma variedade riemanniana.
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Dada uma função γ : [a, b] −→ M cont́ınua (uma curva parametrizada) e diferenciável no
intervalo (a, b), γ̇(t) pertence ao espaço tangente do ponto γ(t), denotado por TMγ(t). Temos
que o conjunto de pares (γ(t), γ̇(t)), para t ∈ [a, b], de todas as curvas com as propriedades acima
formam por śı uma variedade, denominada como TM , o fibrado tangente da variedade M . Em
outras palavras, TM é o cartesiano de pontos na variedade com o espaço tangente nesse ponto.

3 Formalismo lagrangeano

Sendo M uma variedade diferenciável, uma função lagrangeana L : TM −→ R é uma função
diferenciável no fibrado tangente. Definimos o funcional como a função:

S(γ) =

∫ b

a
L(γ(t), γ̇(t)) dt,

onde γ denota uma curva tal como a dito na seção anterior. Cobrindo a curva γ por cartas, de
tal forma que em cada carta a curva possui coordenadas γ = (q1, q2, ..., qn), enunciamos:

Teorema 1. Dado um lagrangeano L em uma variedade diferenciável M , a curva que extremiza
o valor do funcional S é aquela cujas coordenadas obedecem as equações de Euler-Lagrange:

∂L
∂qi

− d

dt

(
∂L
∂q̇i

)
= 0.

Demonstração. Divindo o intervalo [a, b] em intervalos [ai, ai+1], de tal forma que a imagem
de γ em cada intervalo pertença a um aberto de uma carta, buscamos extremizar S(γ) =∫ ai+1

ai
L(q(t), q̇(t)) dt, onde q = (q1, q2, ..., qn). Seja q

′ = q + h, onde h : [a, b] −→M denota uma
variação diferenciável pequena, e, como as curvas devem ser iguais em nos extremos, então h
anula-se em tais pontos (note que falar de h sendo pequeno é posśıvel pois o berto em M que
estamos a trabalhar possui um difeomorfismo com um conjunto aberto de Rn, portanto, é um
espaço métrico). Sendo γ′ = (q′1, q

′
2, ..., q

′
n):

S(γ′)− S(γ) = δ(S) =

∫ ai+1

ai

L(q + h, q̇ + ḣ)− F (q, q̇) dt.

Por Taylor, na primeira ordem:

L(q + h, q̇ + ḣ) = L(q, q̇) + ∂L
∂q
h+

∂L
∂q̇
ḣ,

logo:

δ(S) =

∫ ai+1

ai

∂L
∂q
h+

∂L
∂q̇
ḣ dt.

Fazendo-se integração por partes:

δ(S) =

∫ ai+1

ai

(
∂L
∂q

− d

dt

(
∂L
∂q̇

))
h dt−

∫ B

A

∂F

∂q
h dt,

como h anula-se nos extremos, resta

δ(S) =

∫ ai+1

ai

(
∂L
∂q

− d

dt

(
∂L
∂q̇

))
h dt.

Como h denota qualquer função integrável suficientemente pequena, é necessário que

∂L
∂q

− d

dt

(
∂L
∂q̇

)
= 0

para que δ(S) = 0. Tal expressão denota as equações de Euler-Lagrange (válida para cada
coordenada representada por q).
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Note que o teorema acima é válido independente da escolha de cartas.
Para o caso de uma variedade riemanniana, utilizando da mesma notação, seja U :M −→ R

diferenciável, o lagrangeano L é dito natural se

L(q, v) = T − U(q),

onde T = ⟨ v,v ⟩
2 e v = dq

dt . Aplicando as equações de Euler-Lagrange para L emM = R3, obtemos
as equações de Newton para a dinâmica de corpos no espaço. Ou seja, a formulação lagrangeana,
desenvolvida aqui como um problema de cálculo de variações, fornece uma formulação alternativa
e elegante da mecânica clássica.

Entre diversas aplicações intrigantes dos conceitos acima desenvolvidos, temos uma de par-
ticular destaque, que iremos demonstrar: o teorema de Noether.

Teorema 2 (Noether). Seja L : TM → R uma função lagrangeana, se existe um difeomorsfimo
hs : M −→ M , onde s é um parâmetro real, tais que L(hs∗(v)) = L(v) para todo v ∈ TM ,

então a quantidade ψ = ∂L
∂q̇

dhs(q)
ds

∣∣∣∣
s=0

é invariante, i.e, sua derivada em relação a t, o fator que

parametriza as curvas em M , é nula.

Demonstração. Dado as coordenadas q, q̇:

∂L
∂s

=
∂L
∂q

dq

ds
+
∂L
∂dq̇

dq̇

ds
= 0,

pelas equações de Euler-Lagrange

d

dt

(
∂L
∂q̇

)
dq

ds
+
∂L
∂dq̇

dq̇

ds
=

d

dt

(
∂L
∂q̇

dq

ds

)
= 0,

sendo dq
ds = dhs(q)

ds

∣∣∣∣
s=0

, conclúımos que ψ = ∂L
∂q̇

dhs(q)
ds

∣∣∣∣
s=0

é invariante.

Vale mencionar que, formalmente, (hs)s é dito um subgrupo a 1-parâmetro de difeomorfismos,
e a função ψ é uma dita integral primeira do sistema.

Um exemplo interessante de aplicação do Teorema de Noether ocorre para a simetria da
translação do sistema de coordenadas. Tome hs(x, y, z) = (x+s, y, z). Pelo teorema de Noether:

ψ =
∂L
∂ẋ

dhs(x)

ds

∣∣∣∣
s=0

,

é constante. Sendo L = m(ẋ2+ẏ2+ż2)
2 − U(x, y, z), isso implica :

ψ = mẋ
∂(x+ s)

∂s
= mẋ ,

é constante. Isso é, a conservação da quantidade de movimento surge aqui como uma con-
sequência da invariância do lagrangeano sobre a translação do sistema de coordenadas.

Outra aplicação curiosa é o chamado teorema de Clairaut, que enunciamos, sem demons-
tração a seguir.

Teorema 3 (Clairaut). Seja U ⊂ R2 um conjunto conexo e limitado e φ : U −→ R3 tal que
φ(u, v) = (f(v) cos(u), f(v) sin(u), g(v)), onde f e g são diferenciáveis e f ′(u)2+g′(v)2 ̸= 0, uma
superf́ıcie de revolução. Se γ(t) = φ(u(t), v(t)) e β(t) é a expressão do ângulo que γ faz com
linhas horizontais na superf́ıcie (i.e, com paralelos), temos que f(v(t)) cos(β(t)) é constante.
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4 Um pouco do formalismo hamiltoniano

Comecemos com a definição de uma variedade simplética.

Definição 1. Uma variedade simplética é uma variedade diferenciável de dimensão par junto
de uma 2-forma fechada e não degenerada, i.e, é um par (M,ω2) tal que dω2 = 0 e, se v ∈ TMx

onde v ̸= 0, existe u ∈ TMx tal que ω2(v, u) ̸= 0. Tal 2-forma é denominada estrutura simplética.

Se x ∈M , definimos o espaço cotangente de M em x, denotado por T ∗Mx, como o conjunto
o conjunto de 1-formas de TMx, i.e, T

∗Mx é o espaço dual de TMx. O cartesiano de pontos de
M como seus respectivos espaços cotangentes forma o fibrado cotangente, denotado por T ∗M .

Como M e T ∗Mx tem as mesmas dimensões, sendo q = (q1, ..., qn) as coordenadas de M em
torno de x e p = (p1, ..., pn) as coordenadas em T ∗Mx, temos que (q, p) = (q1, ..., qn, p1, ..., pn)
são coordenadas locais em T ∗M . Logo, podemos definir a 2-forma ω2 =

∑n
i=1 dpi ∧ dqi, que

é uma estrutura simplética. Logo, o fibrado cotangente tem naturalmente a estrutura de uma
variedade simplética.

Definição 2. Dada uma variedade diferenciávelM com uma lagrangeano L, definimos a função
hamiltoniano H : T ∗M −→ R como a transformada de Legendre do lagrangeano, i.e, H(q, p) =∑n

i=1 piq̇i − L(q, q̇), onde pi = ∂L
∂q̇i

, chamado momento generalizado, é um vetor cotangente.

Teorema 4. A validade das equações de Euler-Lagrange implica nas chamadas equações de
Hamilton:

q̇i =
∂H
∂pi

,

ṗi = −∂H
∂qi

.

Demonstração. Tomando a diferencial total do hamiltoniano,

dH =
n∑

i=1

(q̇idpi + pidq̇i)−
( n∑

i=1

∂L
∂qi

dqi +
∂L
∂q̇i

dq̇i

)
.

Já que ∂L
∂qi

= d
dt(

∂L
∂q̇i

) = ṗi, podemos escrever,

dH =
n∑

i=1

(q̇idpi − ṗidqi),

mas,

dH =
n∑

i=1

∂H
∂qi

dqi +
∂H
∂pi

dpi.

Pela igualdade das expressões, obtemos,

q̇i =
∂H
∂pi

,

ṗi = −∂H
∂qi

.

Podemos denotar as equações acima em sua forma simplética. Sendo z =
(
q̇1 q̇2 ... q̇n ṗ1 ṗ2 ... ṗn

)T
,

y =
(

∂H
∂q1

∂H
∂q2

... ∂H
∂qn

∂H
∂p1

∂H
∂p2

... ∂H
∂pn

)T
, e J =

(
0nn Inn
−Inn 0nn

)
, as equaçõs de Hamilton são equiva-

lentes a seguinte relação:
z = Jy,
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onde J é denominada de matriz simplética padrão. Por fim, iremos enunciar, sem demonstração,
um resultado bastante intrigante relacionado a essa formulação. Uma transformação canônica
é uma mudança de coordenadas (q, p) 7→ (Q,P ) na variedade simplética tal que a validade das
equações de Hamilton é preservada, i.e, exista função K : T ∗M −→ R tal que Q̇i = ∂K

∂Pi
e

Ṗi = − ∂K
∂Qi

.

Teorema 5. Uma transformação (q, p) 7→ (Q,P ) é canônica se, e somente se, MJMT = J ,
onde a matriz M denota o jacobiano (q, p) para (Q,P ).

O teorema acima implica que os jacobianos de tranformações canônicas formam o chamado
grupo simplético de ordem 2n, constitúıdo de matrizes quadrada de ordem 2n que obedecem a
relação MJMT = J .

5 Conclusões

Por fim, conclúımos o projeto analisando duas descrições alternativas e elegantes da mecânica
clássica, cujas aplicações não se mostram somente de valor para a descrição de movimentos no
espaço como também para a descrição geométrica de curvas e variedades, assim como uma visão
mais ampla de resultados já conhecidos.
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