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1 Objetivos e Palavras-chave

O projeto consiste em estudar uma formulacao geométrica do formalismo lagrangeano da
mecanica classica, tal como visualizar suas aplicacoes para obter outros resultados. Comegamos
com a definicao de variedades, assim como a descri¢cao de curvas e do espago e fibrado tangente.
Em seguida, falamos de calculo de variacoes e de como dai surge a formulagao lagrangeana, parte
principal do projeto, tal como algumas de suas aplica¢oes para o estudo de curvas em superficies
e na mecanica em si, particularmente expondo o teorema de Noether. Por fim, finalizamos
introduzindo sobre o espago cotangente e expondo um pouco do formalismo hamiltoniano, assim
como algumas de suas aplicagoes.

Palavras-chave: lagrangeano, variedades, fibrado tangente.

2 Variedades
Uma variedade topolégica M é um espacgo topoldgico que obedece os seguintes requerimentos:

1. M é Hausdorfl, i.e, dados dois pontos distintos p e ¢ em M, ha dois conjuntos abertos
disjuntos, U e V,talquepe U eqe V.

2. M respeita o segundo axioma da contabilidade, i.e, hd uma base contavel da topologia em
M.

3. M é localmente euclidiano de dimensao n € N, i.e, para todo conjunto aberto U em M,
existe uma fungao bijetiva ¢ : U — V| cuja inversa é continua (tal ¢ é um homeomorfismo)
onde V' é um aberto de R™. Denominamos o par (U, ¢) de carta.

Uma colecao {(Uq, ¢a)}a de cartas que cobre M, i.e, M =J, Ua, é denominado atlas. Alguns
exemplos de variedades incluem o espaco euclidiano R™ ou a esfera S™. De fato, definimos uma
superficie como uma variedade topolégica de dimensao dois.

Quando os homeomorfismos dentro do atlas sdo difeomorfismos (i.e, bije¢oes diferencidveis
cuja inversa é diferencidvel), denominamos M como uma variedade diferencidvel . Se M possui
uma forma quadratica positiva-definida, (, ) : TM xTM — R, M é uma variedade riemanniana.



Dada uma fungao 7 : [a,b] — M continua (uma curva parametrizada) e diferencidvel no
intervalo (a,b), ¥(t) pertence ao espago tangente do ponto 7(t), denotado por TM, ). Temos
que o conjunto de pares (y(t),¥(t)), para t € [a, b], de todas as curvas com as propriedades acima
formam por si uma variedade, denominada como T'M, o fibrado tangente da variedade M. Em
outras palavras, TM é o cartesiano de pontos na variedade com o espago tangente nesse ponto.

3 Formalismo lagrangeano

Sendo M uma variedade diferenciavel, uma funcao lagrangeana £ : TM — R é uma funcao
diferencidvel no fibrado tangente. Definimos o funcional como a funcao:

b
S(y) = / COv(t), (1)) dt,

onde v denota uma curva tal como a dito na secao anterior. Cobrindo a curva  por cartas, de
tal forma que em cada carta a curva possui coordenadas v = (q1, g2, -, ¢ ), €nUNCiAMOS:

Teorema 1. Dado um lagrangeano L em uma variedade diferencidvel M, a curva que extremiza
o valor do funcional S € aquela cujas coordenadas obedecem as equacoes de FEuler-Lagrange:

oL d (0L 0

Oqi dt<3dz‘> a
Demonstragdao. Divindo o intervalo [a,b] em intervalos [a;,a;+1], de tal forma que a imagem
de v em cada intervalo pertenga a um aberto de uma carta, buscamos extremizar S(vy) =
faaii“ L(q(t),q(t))dt, onde ¢ = (q1,q2, .-, gn). Seja ¢ = q+ h, onde h : [a,b] — M denota uma
variacao diferenciavel pequena, e, como as curvas devem ser iguais em nos extremos, entao h
anula-se em tais pontos (note que falar de h sendo pequeno é possivel pois o berto em M que
estamos a trabalhar possui um difeomorfismo com um conjunto aberto de R", portanto, é um

espaco métrico). Sendo v = (¢}, ¢, .., q,):

S0 =8 =08 = [ Lla+ g ) - Fla.ae

Por Taylor, na primeira ordem:

. oL oL .
hog+h) = i)+ —h+ —h
L(q+h,q+h) E(q,Q)Jraq + 55
logo:
“wi gL AL,
5(5)_/% Gt St

Fazendo-se integracao por partes:

i+l L d (0L B of
5“)—/% (w‘a(aq))hdt‘ L agtdt

como h anula-se nos extremos, resta

Yitt fOL  d (0L
s [ (22 4 (%) Yo
a; dq dt\ 9q
Como h denota qualquer funcao integravel suficientemente pequena, é necessario que
oL d oLy _
dg dt\oq)
para que 0(S) = 0. Tal expressao denota as equagoes de Euler-Lagrange (vélida para cada
coordenada representada por q). O
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Note que o teorema acima é valido independente da escolha de cartas.
Para o caso de uma variedade riemanniana, utilizando da mesma notacao, seja U : M — R
diferenciavel, o lagrangeano £ é dito natural se

L(g,v) =T - U(q),

onde T = <vé”> ev = %. Aplicando as equacdes de Euler-Lagrange para £ em M = R3, obtemos
as equagoes de Newton para a dinamica de corpos no espago. Ou seja, a formulagao lagrangeana,
desenvolvida aqui como um problema de calculo de variagoes, fornece uma formulagéo alternativa
e elegante da mecanica cldssica.

Entre diversas aplicagoes intrigantes dos conceitos acima desenvolvidos, temos uma de par-
ticular destaque, que iremos demonstrar: o teorema de Noether.

Teorema 2 (Noether). Seja L : TM — R uma funcdo lagrangeana, se existe um difeomorsfimo

h* : M — M, onde s é um parametro real, tais que L(hi(v)) = L(v) para todo v € TM,

entdo a quantidade ¢ = %dhss(q) € invariante, i.e, sua deriwada em relacdo a t, o fator que
s=0

parametriza as curvas em M, € nula.

Demonstragao. Dado as coordenadas ¢, g:

oL _oLdg , 0L di _
ds  Oqds 9odgds

pelas equagoes de Euler-Lagrange

d(BL)dq oL dj d<acdq> o

0,

dt\ 0¢ )ds 0dgds dt\ 0q ds
sendo % = dh;S(Q) ) concluimos que ¢ = %gdh;§Q) . ¢é invariante. O
S= s=

Vale mencionar que, formalmente, (h*)4 é dito um subgrupo a 1-parametro de difeomorfismos,
e a funcao v é uma dita integral primeira do sistema.

Um exemplo interessante de aplicagao do Teorema de Noether ocorre para a simetria da
translagao do sistema de coordenadas. Tome h®(x,y, z) = (x+$,y, z). Pelo teorema de Noether:

o= oL dh’(z)
01 ds |,
é constante. Sendo £ = M —U(x,y, z), isso implica :
Y= mntia(x +5) =ma ,
s

é constante. Isso é, a conservacao da quantidade de movimento surge aqui como uma con-
sequéncia da invariancia do lagrangeano sobre a translacao do sistema de coordenadas.

Outra aplicagao curiosa é o chamado teorema de Clairaut, que enunciamos, sem demons-
tracao a seguir.

Teorema 3 (Clairaut). Seja U C R? um conjunto conezo e limitado e ¢ : U — R3 tal que
o(u,v) = (f(v)cos(u), f(v)sin(u), g(v)), onde f e g sdo diferencidveis e f'(u)?+g' (v)? # 0, uma
superficie de revolugdo. Se v(t) = p(u(t),v(t)) e B(t) € a expressio do angulo que vy faz com
linhas horizontais na superficie (i.e, com paralelos), temos que f(v(t))cos(5(t)) é constante.
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4 Um pouco do formalismo hamiltoniano

Comecemos com a definicao de uma variedade simplética.

Definicao 1. Uma wvariedade simplética é uma variedade diferencidvel de dimensao par junto
de uma 2-forma fechada e ndo degenerada, i.e, é um par (M,w?) tal que dw? = 0 e, se v € TM,
onde v # 0, existe u € T' M, tal que w?(v,u) # 0. Tal 2-forma é denominada estrutura simplética.

Se x € M, definimos o espaco cotangente de M em x, denotado por T M,, como o conjunto
o conjunto de 1-formas de T'M,, i.e, T*M, é o espago dual de T'M,. O cartesiano de pontos de
M como seus respectivos espacos cotangentes forma o fibrado cotangente, denotado por T*M.

Como M e T*M, tem as mesmas dimensoes, sendo ¢ = (q1, ..., ¢n) as coordenadas de M em
torno de = e p = (p1,...,pn) as coordenadas em T M, temos que (q,p) = (1, ---sqnsP1s -y Pn)
sdo coordenadas locais em T*M. Logo, podemos definir a 2-forma w? = Son . dpi A dgi, que
é uma estrutura simplética. Logo, o fibrado cotangente tem naturalmente a estrutura de uma
variedade simplética.

Definicao 2. Dada uma variedade diferencidavel M com uma lagrangeano £, definimos a func¢ao
hamiltoniano H : T*M — R corno a transformada de Legendre do lagrangeano, i.e, H(q,p) =
Z?’:l pigi — L(q,q), onde p; = q , chamado momento generalizado, é um vetor cotangente.

Teorema 4. A validade das equacdes de Euler-Lagrange implica nas chamadas equagoes de
Hamilton:

. OH
qliap/
. OH
pz—_aqi-

Demonstragcao. Tomando a diferencial total do hamiltoniano,

dH = (didp; + piddi) — (Z 9g, 0%t .E.dq'z)-

i=1

J& que gqﬁ = (gqc) = p;, podemos escrever,
n
dH = Z(q'z’dpz' — pidg;),
i=1
mas,

dH = Z dqz ﬂdpz--

Pela igualdade das expressoes, obtemos,

. OH

q’L - 8])1’
. OH
pi = P

O]

Podemos denotar as equagdes acima em sua forma simplética. Sendo z = (q'1 G2 --- Gn P1 P2 -

y:(é)jaH OH OH OH @)T J:<0nnInn

dq1 Oq2 " Oqn Op1 Opz " Opn

e ), as equacos de Hamilton sao equiva-
_Inn Onn

lentes a seguinte relacao:
z=Jy,
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onde J é denominada de matriz simplética padrdo. Por fim, iremos enunciar, sem demonstracao,
um resultado bastante intrigante relacionado a essa formulacao. Uma transformacdo canédnica
¢ uma mudanca de coordenadas (g,p) — (Q, P) na variedade simplética tal que a validade das

equagoes de Hamilton é preservada, i.e, exista funcao K : T*M — R tal que QZ = g—}’% e
po— _9K
g 2Q;

Teorema 5. Uma transformagdo (q,p) — (Q, P) é candnica se, e somente se, MJM?T = J,
onde a matriz M denota o jacobiano (q,p) para (Q, P).

O teorema acima implica que os jacobianos de tranformacoes canénicas formam o chamado
grupo simplético de ordem 2n, constituido de matrizes quadrada de ordem 2n que obedecem a
relacao MJM"T = J.

5 Conclusoes

Por fim, concluimos o projeto analisando duas descricoes alternativas e elegantes da mecanica
cléssica, cujas aplicagoes nao se mostram somente de valor para a descrigao de movimentos no
espago como também para a descricao geométrica de curvas e variedades, assim como uma visao
mais ampla de resultados ja conhecidos.
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