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1. INTRODUGAO

O principal objetivo desse projeto é estudar Teoria Geométrica de Invariantes como uma ferramenta na
resolugao de problemas de classificagao, em particular, na classificagao das ctuibicas. Dada uma colecao de
objetos X e uma relacao de equivaléncia ~, um problema de classificacao visa estudar o conjunto das classes
de equivaléncia X/ ~. Podemos interpretar esse problema estudando o espago das é6rbitas X/G de um grupo
G agindo sobre um conjunto X. No contexto desse projeto, estaremos interessados num grupo algébrico afim
agindo sobre um esquema. Nesse caso, seria interessante que a solugao do problema tivesse boas propriedades
geométricas, por exemplo, gostarfamos que X/G admitisse estrutura de esquema. A TGI fornece um método
para construir quocientes com propriedades geométricas desejaveis, mas se restringe a um espaco de érbitas de
um sub-esquema aberto de pontos estaveis. Seguimos principalmente as referéncias [1I] e [2], complementando
com as referéncias [4] e [5] quando necessério.

2. NOGOES DE QUOCIENTES

Observagao 2.1. Ao longo do projeto, trabalhamos sobre um corpo k algebricamente fechado, de carac-
teristica zero e consideramos esquemas afins de tipo finito sobre k.

Em geral, o espago de orbitas X/G = {G -z : x € X} para a G-a¢do em X ndo admite estrutura de
esquemas. Isso nos leva a uma nova nogao de quocientes, a comegar pelo quociente categorico.

Defini¢ao 2.2. Um quociente categdrico para a a¢ao de G em X é um par (Y, ¢) tal que Y é um esquema e
€ um morfismo G—invariante ¢ : X — Y entre esquemas, que também é universal. Ou seja, qualquer outro
morfismo G—invariante f : X — Z se fatora unicamente por meio de ¢, de modo que existe tnico morfismo
h:Y — Z satisfazendo f = h o . Além disso, se para cada y € Y, ¢~ 1(y) contém uma tinica 6rbita, entio
dizemos que ¢ é um espago de Orbitas.

Observe que se ¢ : X — Y é um morfismo G—invariante, ¢ é constante nas 6rbitas, e por consequéncia,
também no fecho das orbitas. Assim, um quociente categorico é um espago de oOrbitas se todas as orbitas
G - x forem fechadas.

Quando X = Spec O(X) for um esquema afim, a agdo de G em X define uma agdo de G no anel das
fungoes regulares, da seguinte maneira: Para todo f € O(X), fazemos g - f(z) = f(g~* - x).

Um morfismo G-invariante ¢ : X — Z entre esquemas afins induz um homomorfismo ¢* : O(Z) — O(X),
tal que Imp* C O(X)Y. Usando o Teorema de Nagata, temos que O(X)% ¢ finitamente gerada quando G
for geometricamente redutivo.

Defini¢ao 2.3. Um grupo algébrico linear G é dito geometricamente redutivo (linearmente redutivo) se,
para toda agao linear de G em k™, e todo ponto invariante v de k™, v # 0, existe um polinémio homogéneo
invariante f de grau > 1 (= 1) tal que f(v) #0

Exemplo 2.4. GL, (k) ¢ SL,(k) s@o geometricamente redutivos.

Teorema 2.5. [2, Capitulo III, Teorema 3.4|(Nagata) Seja G um grupo geometricamente redutivo agindo
racionalmente em uma k-dlgebra finitamente gerada B. Entao RE ¢ finitamente gerada.

Assim, usando grupos geométricos redutivos, somos capazes de construir quocientes TGI afins com boas
propriedades geométricas como a seguir:

Definigao 2.6. Um morfismo ¢ : X — Y é um bom quociente para a agdo de G em X se
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o G =1{(0,0)} e conicas {(z,y) € A?|zy = a},ondea €
o G>={(0,y) e A’|y € k—{0}} A\ {0}
o GP={(x,0) € A?|z € k—{0}}

Nesse caso O(X) = k[z,y] e O(X)E = k[zy], ou seja, Spec (O(X)%) ~ Al. Entdo o quociente TGI afim &
dado por ¢ : X — X//G, (z,y) — xy. Mas, observe que ¢~ !(0) = G' UG? U G3, entdo esse quociente nio é
geométrico.

Esse exemplo nos mostra que em geral X/G ndo é um espago de orbitas. Assim, é natural definir um
subconjunto aberto X* em X, para os quais conseguimos construir um quociente geométrico.

Definigao 3.4. Dizemos que x € X é estavel se sua orbita é fechada em X e dim G, = 0. Denotamos por
X?® o conjunto dos pontos estéaveis.

Proposicao 3.5. [1l Capitulo IV, Proposicao 4.36] Suponha que um grupo geometricamente redutivo G age
num esquema afim X e seja ¢ : X — Y := XJ/G o quociente TGI afim. Entio X°* C X € um aberto
G-invariante e Y® := o(X?®) é um aberto de Y e X* = o= (Y?®). Além disso, p : X* — Y é um quociente
geométrico.

Exemplo 3.6. Vamos encontrar o conjunto dos pontos estaveis no exemplo As unicas orbitas fechadas
dessa agdo sao G e as conicas {(z,y) € A?|xy = a},ondea € Al \ {0}, portanto, os candidatos a pontos
estéveis sao a origem e {(z,y) € A%|zy # 0}. No entanto, se x € X & a origem, o estabilizador G, = {t €
G|t-(0,0) = (0,0)}, claramente tem dimensao positiva. Dessa forma, X* = {(x,y) € A? |2y # 0}.

4. TGI PROJETIVA

Usando as ideias da TGI Afim, obtemos algumas ferramentas para trabalhar quando um grupo redutivo
G age sobre um esquema projetivo X < P™. Idealmente, gostariamos de cobrir X por abertos invariantes
afins, encontrar os quocientes para cada aberto e entdo colar esses quocientes. No entanto, em geral nao
conseguimos cobrir X dessa maneira, ainda assim, podemos obter um bom quociente para um aberto de X.

Afim de empregarmos os métodos da TGI afim, precisamos estudar a agao induzida no anel de polinémios.
No entanto, a acdo de G em X néo induz uma agdo de G em k[Xy, ..., X,], isso nos motiva a definigdo de
linearizagao.

Definigao 4.1. Uma lineariza¢io de uma agdo de G em uma variedade projetiva X em P™ é uma agao linear
de G em A"t que induz a tal acdo em X. Uma acdo linear de G em X é uma acdo de G junto com uma
linearizacao dessa agao.

Dada uma agao linear de um grupo redutivo G em um esquema projetivo X — P™  podemos considerar
um levantamento dessa acdo para o cone afim A”T! sobre P”. Como estamos considerando um mergulho G-
equivariante X < P" | obtemos uma acdo induzida no cone afim X ¢ A"*! sobre X < P". Quando X < P"
for o sub-esquema fechado associado ao ideal homogéneo I(X) C k[Xo, ... X,] temos que X = Spec (R(X)),
onde R(X) = k[Xo,...,X,]/I(X). As k-&lgebras O(A""1) e R(X) sdo graduadas pelo grau e como agoes
lineares preservam a graduacgao, as subélgebras de invariantes sao também graduadas

O(A"1)C = @ k[Xo,..., Xn]¢ e R(X)¢ = @T>OR(X)§

r>0

Pelo Teorema de Nagata, R(X)“ ¢é finitamente gerada. Assim, a inclusdo de k-algebras graduadas finitamente
geradas R(X)% < R(X) nos d4 um morfismo racional entre esquemas projetivos X --+ Proj (R(X)Y).

Definigao 4.2. Dada uma acao linear de um grupo redutivo G em um esquema projetivo X < P™, definimos
o cone-nulo N como o sub-esquema fechado de X definido a partir do ideal homogéneo R(X)§ = @®,~oR(X ¢
em R(X). Definimos o conjunto semi-estavel X** = X \ N como o aberto complementar do cone nulo. Mais
precisamente, x é semi-estavel se existe um polindmio homogéneo invariante f de grau > 1 tal que f(z) # 0.
Por construcio, o conjunto semi-estavel é o dominio do mapa racional X --» Proj (R(X)%). Dizemos que a
restricio X*° — X /G := Proj (R(X)Y) é o quociente TGI dessa acio.

Teorema 4.3. [I], Capitulo V, Proposi¢ao 5.3 Dada uma agdo linear de um grupo redutivo G em um esquema
projetivo X < P", o quociente TGI ¢ : X*° — XJ/G é um bom quociente da agdo de G no aberto X*° de
pontos semi-estaveis de X. Além disso, X /G é um esquema projetivo.

No entanto, assim como no caso afim, a presenca de 6rbitas nao fechadas impede que esse quociente seja
geométrico. Isso nos leva a definicdo de pontos estaveis:
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Definicao 4.4. Seja X um esquema projetivo em P" e Xy = {o € X : f(z) # 0}. Para qualquer a¢do linear
de um grupo redutivo G em X, um ponto x em X é dito:
e estavel se dim G, = 0 e existe um polinémio homogéneo f € R(X)% tal que f(x) # 0, e que a acio
de G em Xy ¢ fechada.
e instavel se nao for semi-estével.

Entao, um ponto nao-semi-estavel é precisamente um para o qual todos os polindmios homogéneos invari-
antes se anulam. Denotamos por X?® o conjunto dos pontos estaveis de X. Vale ressaltar que esses conjuntos
dependem nao apenas da agao de GG, mas também do mergulho de X em P™ e da linearizacao escolhida.

Lema 4.5. [T Capitulo V, Proposigdo 5.5| Os conjuntos X*° e X*® sao abertos em X.

Teorema 4.6. [I, Capitulo V, Proposigéo 5.6] Seja uma agdo linear de um grupo redutivo G em um esquema
projetivo X < P™ e seja p : X*° =Y := X//G o quociente TGI. Entao existe um sub-esquema aberto Y CY
tal que =1 (Y®) = X* e o quociente TGI se restringe ao quociente geométrico ¢ : X* — Y*

5. O CRITERIO DE HILBERT-MUMFORD

Note que, embora os resultados vistos até aqui nos fornegam uma maneira de construir quocientes geométri-
cos, o método empregado depende diretamente de encontrarmos geradores para a algebra de invariantes, o
que nao é uma tarefa simples. Isso nos motiva buscar um critério numérico que nao envolva encontrar in-
variantes explicitamente, para isso, vamos obter novas caracterizagoes de estabilidade. Comegamos com um
critério topologico para estabilidade.

Proposig;:io 5.1. [2| Capitulo IV, Proposigao 4.7] Seja X — P, x € X (k) e escolha um levantamento ndao
nulo & € X (k) de x. Entdo

e x ¢ semi-estdvel se, e somente se 0 ¢ G - .
e 1 ¢ estdvel se e somente se o morfismo oz : G — k", 0z(g) = g- & for préprio.

Entao, estamos interessados em estudar o fecho das érbitas, em particular de 6rbitas no levantamento.
Uma maneira de fazer isso é considerar os limites de subgrupos a 1-parametro.

Defini¢ao 5.2. Um subgrupo a 1-parametro (1-PS) de G é um homomorfismo nao trivial de grupos algébricos
A : G,, — X sobre k.

Fixado z € X (k) e um 1-PS X : G,,, — G, considere o seguinte morfismo.

A G, — X
t—= At) -z

Existe um mergulho natural de G,,, = A\ {0} em P! dado por ¢ + [1 : ¢]. Como X & um esquema projetivo,
X é proprio sobre Spec k entao, usando o critério [3, Capitulo II, Teorema 4.7], o morfismo A, : G,,, — X se
estende unicamente a um morfismo \, : P! — X tal que o diagrama comuta:

GmLX

l P l

-

P! —— Speck
Usamos essa extensao para definir os pontos limites
: —_\/ . : —1 I _\/ .

Como o critério topoldgico que obtivemos relaciona a nogao de estabilidade com um levantamento no cone
afim, vamos fixar um levantamento nao nulo qualquer Z € X de um ponto z € X, e considerar o morfismo
correspondente:

i = M=):G,, » X
que nao necessariamente se estende a P!, uma vez que X talvez ndo seja proprio sobre k. Ainda assim,
qualquer ponto na fronteira A\z(G,,) \ Az(G,,) deve ser igual a algum desses pontos limite.

Perceba que com essa construgao, obtemos uma condicao necesséria para semi-estabilidade: se existe
algum 1-PS X : G,,, — G tal que lim; o A(t) - £ = 0, entdo pela proposigao x é instavel. Nosso objetivo
seré obter uma maneira mais explicita de verificar a existéncia e o valor assumido por esse limite.
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Proposicao 5.3. [B, Capitulo I, Proposigao 1.7.4]
Um 1-PS de G induz uma acdo linear de k* em A™' que pode ser diagonalizada, i.e, existe uma base
€0, ... en de A" erg .. 1, €7 tais que

At)e, =t"e; Vie{0,...,n}

Ou seja, dado « € X (k), podemos escolher um levantamento & no cone afim, e escrevé-lo com respeito a

base como
F=) die = Nt) @ = ) thide
Definigao 5.4. Definimos o peso de um ponto z com respeito a um subgrupo a 1 parametro A de G como:
w(z, \) = max{—r;|Z; # 0}
onde A(t)e; = t"e; e T = Zfiei e T é um ponto qualquer sobre z.
O seguinte lema relaciona o valor e a existéncia dos pontos limite com o peso do ponto z.

Lema 5.5. [I, Capitulo VI, Proposigao 6.7] Seja A um 1-PS de G e seja x € X (k). Diagonalizamos a agao
de M(G,,) no cone afim e considere & = Za?,»ei.

. u(x,)\)<0¢>:E:Z
. u(m,A)zO@izZ
o ulz,\) >0z = Z”xiei e exister; < 0 tal que x; # 0 & }1_% A(t) - T ndo eziste.

JTiei & }g% At) - 2.

Ti

Ogc]'ei e existe r; = 0 tal que x; # 0 < tlin(l) A(t) - Z existe e € nao nulo.
—

ri2

Com isso temos que uma condi¢do necesséria para que z seja semi-estével, é que p(z, A) seja ndo negativo.
O critério de Hilbert-Mumford nos diz que essa é também uma condigao suficiente. A principal ideia por tréas
desse critério é que por G ser redutivo, G possui 1-PSs suficientes de modo a detectar os pontos no fecho das
orbitas.

Teorema 5.6. [5, Capitulo I, Proposigao 1.7.7]

x semi-estdvel < p(x, ) > 0para todo 1-PS X\ de G
x estqvel < p(x, \) > 0para todo 1-PS X de G

Proposicao 5.7. [4, Capitulo III, Proposicao 3.4.8] O peso de x com respeito a um 1-PS X satisfaz:
(i) w(z, A) € o dnico inteiro p tal que lim;_,o t*A(t)Z existe e € nao nulo.
(i) p(x, \") = np(xz, ) paran >1
(iii) Para todo g € G, u(z,\) = pu(g - z,g \g™1)
(Z’U) u(x, >\) = u(y, )‘)7 onde Y= lim; 0 A(t) iR
O item [iiil nos diz que podemos substituir A por um conjugado conveniente quando formos fazer as contas.
Em particular para G = SL,, sabemos que todo 1-PS é conjugado a um da forma A(t) = diag(¢™, ¢™, ..., t"™-1)
com Zri =0erg>r1>...>r,—1 nao todos r; sendo zero.

Exemplo 5.8. Considere a acdo linear natural de SL3 nas hipersuperficies de grau 3 em P?, i.e, nas ciibicas
planas. Seja f = Z aing’fi*ijXg uma cibica plana qualquer, usaremos os seguintes fatos:
0<itj<3
e (1,0,0) é singular < agg = a1g = ap1 = 0.
e (1,0,0) & ponto triplo < agy = a19 = ag1 = azp = a11 = agz = 0.
e Se (1,0,0) é ponto duplo, as tangentes em (1,0,0) sdo as retas definidas pela equagao

a0 X7 + a1 X1 X2 + age X3 =0
Todo A 1-PS é conjugado a um A, (t) = diag(t™,¢",¢"2) entao

S M) f= Y gt BT XX X
0<itj<3
w(f, Ar) = max{—ro(3 — i — j) —iry — jro+ir1 + jra : a;; # 0}
Vejamos o que ocorre quando pu(f, A.) <0
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G o : [ 2 [ 3 |
0 3ro L0=a00=0 |19 <11 = ap1 =00urg=7r1 |r12<1r; | 3r2 <0
1 r0§r2:>a10:0 7'0+T'1+T2§0 ro < 7o -
2 r1 <o r1 < ro - -
3 37"1§0 - - -

Entao, quando p(f,\,) < 0 para algum r temos que agp = a19 = 0. Se ag; = 0 entdo (1,0,0) é ponto
singular. Se ag1 # 0, temos que ro = r; = pu(f, A\) = max{3ro(1 —j) 1 a;; #0} =35 >1

Ou seja, azy = 0, daf os pontos (z,y,0) tais que az1y? + a2y + a1z = 0 sdo ponto singulares de f.

Por outro lado, se f possui pontos singulares, s.p.g. (1,0,0) é ponto singular, entdo u(f,A.) < 0 para
r = (3,—1,—2). Portanto

festavel & fnao tem pontos singulares.

Se u(f, A\) < 0 para algum A, entdo, adaptando as contas feitas anteriormente, agg = a19 = ag1 = agg =
a11 = 0. Se aga =0, (1,0,0) é ponto triplo. Se ags # 0, entdo todas as derivadas parciais de primeira ordem
se anulam em (1,0,0), mas algumas derivadas parciais de segunda ordem nao se anulam, ou seja (1,0,0) é
ponto duplo com uma mesma tangente X = 0.

Portanto, temos f nao semi-estavel = (1,0,0) é ponto triplo ou (1,0, 0) é ponto duplo com tangente tnica.

Por outro lado, se (1,0,0) é ponto triplo agy = a19 = ag1 = a0 = a11 = agz = 0, temos que u(f,\.) <0
para r = (3,—1,—2) = f nao semi-estavel.

Fazendo um processo analogo se (1,0, 0) é ponto duplo com tangente tnica e para o mesmo r = (3, —1, —2),
obtemos que u(f, A) < 0, ou seja f nao semi-estavel. Sabendo que a agdo de SL3 apenas move as raizes,
mas nao altera suas multiplicidades, obtemos a seguinte caracterizagao

f semi-estavel < f nao tem pontos triplos e f nao tem pontos duplos com tangente tnica.
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