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INTRODUGAO:

O projeto desenvolvido teve como objetivo principal a introdugdo dos conceitos principais do modelo de
elementos finitos para andlise estrutural e a elaboracdo de um cédigo para a analise transiente de vigas utilizando
o modelo de Timoshenko. Durante o tempo de pesquisa os principais softwares utilizados foram o MATLAB,
Wolfram Mathematica, GiD e Ansys.

METODOLOGIA E RESULTADOS:

O inicio do desenvolvimento se deu pelo estudo das principais técnicas de aproximacdo e suas aplicacdes
no método de elementos finitos, assim como o método variacional para a solugdo de problemas. Com esse
conhecimento em maos foi possivel desenvolvermos a formulagdo de elementos finitos para problemas.

Como primeira aplica¢do foi elaborado um cédigo utilizando o Wolfram Mathematica para a comparacgao

entre as solugdes analitica e por elementos finitos do problema descrito pela seguinte equacao.

d*u du 3
aﬁ+ba+cu—f(x),0SxSL €Y)
u(0)=0eu(l) =0 (2)

A partir dessas equacdes foi possivel determinarmos a forma fraca e a matriz e vetor utilizados no método

de elementos finitos.

L dw du du _ (" das
fo {—aa§+ bwa+ cwu} dx = Jo wf (x)dx — [“Wa]o ®
w50 DeEE D) N
{F}* = %G) ®

Para conseguirmos resolver esse problema também foi necessario o estudo de geragao de malha e da
aplica¢do de condig¢des de contorno. O problema foi resolvido considerando os seguintes valores para as varidveis
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indicadas na equagdo 1: a=1, b=-1, c =2
dominio em cinco elementos.

e L =1. Além disso, o problema foi resolvido dividindo o

r=0|r=02]2r=04|2z=06|2=08|r=1
Solugio exata (u(z)) 0 -0,08719 | -0,14203 | -0,15252 | -0,10794 0
Solugdo pelo MEF 0 -0,08696 | -0,14156 | -0,15191 | -0,10743 0

Figura 1 — Comparativo solucGes exata e por MEF

Posteriormente foram analisados problemas envolvendo equagdes de Laplace e Poisson e suas respectivas
anadlises por elementos finitos em dominios de duas dimensdes. Para validarmos os estudos dessa etapa foi

desenvolvido um cédigo no Wolfram Mathematica

para a solucdo por elementos finitos da equacao parabdlica da

transferéncia de calor (Equagdo 6) em um dominio retangular 0 < x <5 e 0 <y <2 utilizando o modelo de diferencas

atrasadas para a solucdo no tempo. Com esse prob
a convergéncia da solugao.
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Figura 2 — Solugdes para a equagao 8 com At=0,1s e At=0,12s

Em seguida entramos de fato nas analises estruturais com o estudo da formulagdo por elementos finitos
do modelo de Euller-Bernoulli. Temos que a equacdo que rege o problema, assim como a formulacdo por
elementos finitos encontrada, esta descrita abaixo.

a? a?
E(Elﬁ)+cfw=q(x),0<x<L @)
6 —3h, —6 —3h, 156 —22h, 54 13h,
[Ke]_ZEeIe —3h, 2h%  3h, hZ cfhe [ —22h,  4h2  —13h, —3h2 ®)
h3 -6 3h, 6 3h, 420\ 54 -13h, 156 22h,
—3h, hZ  3h, 2hZ 13h,  —3h2  22h, 4hZ
N 6 Q1
e _qe e _he Qz
F=") 6 (T0s ®
he Q4

Posteriormente foi elaborado um programa em MATLAB para a implementagdo do modelo acima. O

esquema da viga simulada esta indicado abaixo.
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Figura 3 — Exemplo modelado pelo modelo de Euller-Bernoulli

No exemplo acima temos que qy =24kN/m, Fy=60kN, L=3m, My =0kN.m e EIl=
5800 kN /m?. O resultado obtido esta indicado acima e foi validado com a referéncia bibliografica 2.

Em seguida passamos a tratar do modelo de Timoshenko para vigas. A principal diferenca entre esse
modelo e o de Euller-Bernoulli apresentado acima é que no modelo de Timoshenko a se¢do transversal da
viga ndo permanece perpendicular ao eixo dela. As equagdes governantes para esse tipo de problema estdo
descritas abaixo.

d dw

_ _ = 10
o [GAKS <II’ + dx)] +cw =qx) (10)
d ay dw

_ _ — ) = 11
dx (EI dx) + GAK; (qj + dx) 0 an

A partir dessas equacoes é possivel obtermos diferentes formulacdes por elementos finitos a depender
das funcdes de interpolacdo utilizadas. Sendo assim, para evitarmos o problema de travamento, optamos pelo
modelo de integragdo reduzida, onde as fung¢Bes de interpolagdo de w(x) e W(x) sdo iguais. Sendo assim,
chegamos no seguinte modelo de elementos finitos.

6 -3h, —6 —3h, wy q¢ Q7
2E.1, [ =3h, h%2(2+64,) 3h, h%2(1-64,) Se _Jo + Q5 (12)
wohd \ —6 3h, 6 3h, wy a3 Q3
—3h, h%2(1-64,) 3h, h%2(2+64,) S5 0 Qs
Ee[e
A, = CAKm " 14124, (13)

A fim de implementarmos esse modelo, foi escrito um cédigo em MATLAB para compara os resultados
obtidos pelo modelo de elementos finitos por interpolagao consistente e por integragao reduzida com as solugées
exatas para os modelos de Euller-Bernoulli e de Timoshenko. O problema analisado se trata de uma viga bi apoiada
submetida a uma carga constante g,. O modelo tem os seguintes pardmetros: E = 10° MPa, v = 0,25, K, =

3
5/6, I = bliz, b=1m, qo=1kN/m e L/H = 10. A figura 4 abaixo mostra os resultados obtidos. Esses
resultados foram validados na referéncia 2.

q., w(L/2)x(EH?*/qyL4) —U(0)x10?
N=1|N=2|N=4|N=1|N=2|N=4
Interpolacdo reduzida | 0,0975 | 0,1444 | 0,1561 | 0,3750 | 0,4687 | 0,4922
Interpolacio consistente | 0,1288 | 0,1522 | 0,1580 | 0,5000 | 0,5000 | 0,5000
Timoshenko exato 0,1600 | 0,1600 | 0,1600 | 0,5000 | 0,5000 | 0,5000
Euller-Bernoulli exato | 0,1562 | 0,1562 | 0,1562 | 0,5000 | 0,5000 | 0,5000

v X

Figura 4 — Viga modelada pelo modelado pelo modelo de Timoshenko e comparativo
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Em seguida foi feita a associacdo do elemento de viga com o elemento de barra a fim de simularmos
estruturas de pdrticos. Para fazer essa associagao foi necessario utilizarmos a matriz de rotacdo indicada abaixo.

cosa sina 0 0 0 O
—sina cosa O 0 0 O \l
el — 0 0 1 0 0 0
[re) = 0 0O cosa sina 0 14
0 0 O —sina cosa O
0 0 O 0 0 1

Ja o sistema contendo a matriz de rigidez e o vetor de forgas para os elementos do pértico assumiram a
seguinte forma:

TR 0 - 0 0 o (F1)

/0 6 —3h, 0 -6 —3h, \ fw—l | |
2EJ.| 0 —3h, h2(2+64,) 0 3h, hi(1-64,) | |S| _|F (15)

wohd | - 0 0 woo 0 YR

\0 -6 3h, 0 6 3h, / Wy |

0 —3h, h2(1—64,) 0 3h, h2Q2+64,)/ \&) )

A poh?
W= etolte (16)
21

Para obtermos a matriz de rigidez e o vetor rotacionado as seguintes relacdes devem ser utilizadas:
[K¢] = [TI"[Ke]ITe]; {F¢} = [T°]"{F°}

Com essas matrizes obtidas foi elaborado um cédigo para a utilizacdo desse modelo. A fim de validarmos
o modelo o seguinte pértico foi analisado considerando uma formulagdo com 8 elementos. Os resultados foram
validados com a referéncia bibliografica 2.

Pdrtica iniclal & deformado

=B Pirticn inicial
| —8— Portico deformae |

P Ibfim| ) © 1
a2

Figura 4 — Pdrtico analisado e resultado para 8 elementos

Posteriormente foi dado inicio ao estudo dos problemas de autovetor e dos problemas dependentes do
tempo propriamente ditos. A primeira aplicagdo dada para esses conceitos referentes a aproximagdes no tempo
foi um cdédigo onde foi implementado o modelo de Timoshenko transiente para uma viga bi engastada sujeita a
uma deformacgdo inicial. Temos que a equagao hiperbdlica que rege esse tipo de problema é dada por:

o*w  dtw
A 1 17
T =0 0<x< (17)

A condicdo de contorno fornecida para esse problema foi o deslocamento transversal no instante inicial
gue é dado pela seguinte expressao:

w(x,0) = sinmx — mx(1 — x) (18)
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O método para aproximagdao no tempo utilizada para a resolugdo desse problema foi o da aceleragao
média constante (a =y =1/2) e o intervalo do tempo foi discretizado com um intervalo de 0,005 s. J4 o modelo de
equacdes utilizado foi o das equagdes de elementos finitos discretizadas completamente. Para iniciar a solucdo
tivemos de aproximar a aceleracdo nos nds do sistema pela seguinte equacao:

{i}o = M7 ({F}o — [KH{u}o — [Cl{ti}o) (19)

Note que ndo iremos considerar o amortecimento na resolugdo desse problema, sendo assim a matriz [C]
serd nula. A matriz de rigidez [K] serd igual a matriz indicada na equagdo 12. Ja a matriz de massa terd a seguinte

forma:
m 2 0 1 0
e _pe elef 0 2 0 1
01 0 2

Com isso, chegamos no seguinte resultado para a deformacdo no instante t=0,5s no ndé central. Esse
resultado foi validado na referéncia bibliografica 2.

Deslocamento né central ao longo do tempo

Figura 5 — Deslocamento do né central no instante 0,5 s

Apds a elaboragdo desse cddigo foi elaborado o modelo de Timoshenko para pdrticos. Porém, agora
desejamos elaborar o modelo para analise transiente destes. A matriz de rigidez utilizada é a mesma representada
na equacao 15 e utilizamos a matriz de rotacdo indicada na equacdo 14 para chegarmos na seguinte matriz de
massa para o sistema rotacionado.

2cos (a)? + 2sin (a)? 0 0 cos (@)? + sin (a)? 0 0
0 2cos (@)% + 2sin (a)? 0 0 cos (@)® +sin(a)? 0O
0 0 2 0 0 1
Me] = 21
[me] cos (a)? + sin (a)? 0 0 2cos (a)? + 2sin (a)? 0 0 1)
0 cos (@)? +sin (@)? 0 0 2cos (@)? + 2sin (@)? 0
0 0 1 0 0 2

Abaixo podemos ver frames da solu¢do obtida no programa escrito em MATLAB em alguns instantes de
tempo para o mesmo pértico que foi simulado em regime permanente indicado na figura 4. Para a validacdo do
cadigo elaborado foi realizada uma simulagdo no software Ansys (frame abaixo).

Po » Por N Por

Figura 5 — Frames codigo e validagdo

BIBLIOGRAFIA
1 KWON, Y. W.; BANG, H. The finite element method using MATLAB. [S.l.]: CRC press, 2018.
2 REDDY, J. N. An introduction to the finite element method. [S.l.]: McGraw-Hill New York, 2013. v. 3.

XXXII Congresso de Iniciagdo Cientifica da UNICAMP — 2024 5



