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Resumo

O presente trabalho tem a finalidade de analisar a elicitacao de funcoes de utilidade e fungoes de
perda sob a perspectiva da Inferéncia Frequentista e Bayesiana, no contexto dos jogos de soma zero para
dois jogadores. O objetivo é entender como as estratégias envolvidas nesse tipo de jogo sao formuladas
matematicamente através de regras de decisoes aleatdrias e de que modo decisdes 6timas podem ser
tomadas em situagoes com multiplas possibilidades e sob o efeito de incertezas. Por fim, é apresentada
uma interpretacao geométrica do problema, visando readaptar os conceitos vistos anteriormente.

Palavras-chave: Funcgoes de utilidade; Fungoes de perda; Regras de decisao aleatdrias; Jogos de soma zero.

1 Introducao

Para a formalizacao do processo de decisao, é necessario considerar uma terminologia que possibilita es-
tabelecer conceitos e resultados. Considerando o contexto no qual sdo tomadas decisoes, havera quantidades
desconhecidas, denotadas inicialmente neste documento por . Tais quantidades desconhecidas 6 afetam
o processo de decisao e sdo chamadas de estados da natureza. Denotamos por © o conjunto de todos os
estados da natureza.

O processo pelo qual um agente inferencial transita culmina numa decisao ou acao, a qual sera denotada
por a, entdo o/ é o conjunto composto por todas as agoes possiveis. Sendo assim, uma acao a € & tomada
em conjunto com um estado da natureza 6§ € © implica em uma consequéncia para o agente inferencial.
Cabe observar que © por conter estados da natureza é governado por uma distribuicao de probabilidades.

Definicao 1. Sejam ay e as acdes em o/, © espaco dos estados da natureza e U uma fungdo tal que
U : o x O — R que expressa numericamente a relacdo de preferéncia entre acdes, € dita funcdo de
utilidade. Logo, as > a1 (deve-se ler ay nao € preferivel a az) se E(U(az, ©)) > E(U(a1,0)).

Note que para o calculo acima é necessario considerar todo o espago © e nao somente um valor de # em
©. Enquanto a funcao utilidade U(a,#) é avaliada em cada a e em cada 6.

Definigcao 2. Dada uma funcao de utilidade como introduzida na defini¢do 1, seja L : &/ x © — R, tal que
L(a,0) = =U(a,0), a € &/ ¢ 6 € ©, L(a,0) é chamada de func¢do perda, a perda provocada pela agéo a,
sabido que o estado da natureza € 0.

No contexto de estimacdo, o propdsito é minimizar alguma noc¢do de perda. Assim, foram estudadas trés
tipos de funcoes de perda e as suas respectivas variagoes, sejam elas:
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i)

iii)

Perda quadrdtica

Definida como L(a,0) = (0—a)?, é usada, por exemplo, para estabelecer a consisténcia de um estimador
de 0 e quando hd a presenca de estimadores nao viciados; o erro quadrdtico médio, que € o valor
esperado da perda quadrdtica, dependerd apenas da variancia do estimador de 0.

A sua generalizacao pode ser escrita como,

L(a,0) = w(9)(0 — a)?.

Sendo chamada de perda quadrdtica ponderada, onde w(0) é uma funcdo de 6 que permite ponderar o
erro quadrdtico no erro de estimacdo.

Perda linear
Ko(0—a) sef—a>0,
L(ea ):
Ki(a—0) sef—a<0.
Sendo Ky e K1 constantes positivas associadas d subestimacdo e superestimacdo. Quando Ko = Kq,
temos a perda por erro absoluto,

L(6,a) =10 — al.
E se por acaso tivermos Ky(0) e K1(0), ambas fungoes de 0, teremos uma perda linear ponderada.

Perda “0-17
0 0 € 6,
L@,a) =1 °° o
1 sefecO; i#j.

A interpretacdo desta perda € que ela serd 0 quando tivermos tomado a decisdo correta sobre em qual
espaco o valor 6 se encontra, e serd 1 caso contrdrio. Tal perda € tipicamente associada a testes de
hipdteses. ©;NO; =0 e ©; ©; C O.

Existem duas variacoes desse tipo de perda, visto que, na maioria das vezes, atribuir uma perda de
magnitude 1 por ter tomado a decisdo errada mao é uma representacao adequada da perda promovida

pela agado.
0 sefeo0;,
L(0,a) = .
ki seec®©; i#j.

0 sefe o0,
L(f,a) = .,
ki(0) sebe©; i+#j.
O wvalor que k;(0) assume pode ser interpretado como a distancia entre o verdadeiro parametro 6 e o

espaco ©;, conforme esta distancia aumenta, também aumenta o equivoco do agente inferencial, por
outro lado, a medida que a distancia diminui, o equivoco serd menor.

2 Regras de decisao

A seguinte definigdo é necessaria para compreender a tomada de decis@o em um contexto amostral e
probabilistico.

Definicao 3. Seja x uma amostra aleatoria de X, onde X € uma variavel ou vetor aleatorio, a € o/ ,0 €
O e Q representando o conjunto de todos resultados possiveis de X, temos:

i)

ii)

Uma regra de decisdo nao aleatdria é uma funcdo § :  — &/. Se X = x for o valor observado da
amostra, entao 6(x) € a ag¢do que serd executada.

Uma regra de decisao aleatoria §*(x,-) €, para cada x, uma regra associada com uma distribui¢ao de
probabilidade em /. Se X = x for o valor observado da amostra, 6*(x,-) € relacionada a probabilidade
de que uma ac¢do em </ seja escolhida.

Em outras palavras, uma regra de decisao é considerada aleatéria se hd uma certa probabilidade de
escolher uma regra de decisao nao aleatoria. Esse conceito é fundamental para estabelecer nocoes e teoremas
em jogos de soma zero, bem como para sua interpretagao geométrica, com o objetivo de alcancar decisoes
Otimas.



3 Teoria dos jogos

Através da definicdo 1, é possivel notar a preocupacado do agente inferencial em se proteger contra o
pior estado da natureza, de modo que sua decisao nao resulte na menor utilidade, ou seja, na maior perda.
No entanto, com o avanco no estudo da Teoria dos Jogos (desenvolvida por Neumann e Morgenstern [1]),
observa-se a transicao das entidades do estado da natureza para o que é denominado um oponente inteligente,
uma vez que este busca maximizar a perda do seu adversario. Como o jogo é formado por dois oponentes,
chamaremos o antagonista de jogador I e o jogador que identificamos para maximizar o seu lucro serd o
jogador I1.

Nesse viés, ao pensar em estratégias para a identificacao das melhores decisoes, considera-se as acoes
dos jogadores por meio de uma sequéncia finita de movimentos de ambos. Para o jogador I, o conjunto de
todas as estratégias serda denotado por ©, ja suas estratégias aleatdrias serao denotadas por 7 (em virtude
da distribui¢ao de probabilidade em ©). Enquanto para o jogador I1, o conjunto de todas as estratégias
serao demarcadas como 7, e 0* serao suas estratégias aleatérias (associada a distribuigao de probabilidade
em 7).

Definicao 4. Um jogo é de soma zero se, dados dois jogadores I e I1, o jogador I ganha um valor K e o
jogador 11 perde o valor K, K > 0. Como o ganho de um jogador € a perda do outro, dada a ag¢do 0 do
jogador I e a a¢do a do jogador 11, a func¢do de perda é expressa por L(0,a) para o jogador II.

E valido ressaltar que, do ponto de vista matematico, um jogo de soma zero é uma simplificacao na Teoria
dos Jogos, pois a perda de um jogador é necessariamente o ganho do outro, assim, a soma dos ganhos, ou a
soma das perdas, de ambos os jogadores sera sempre zero. Além disso, nota-se que, por esse motivo, nao ha
razoes para que haja cooperacao entre os oponentes a fim de encontrar uma estratégia que beneficie ambos.
Foram estudadas outras situagoes em que a cooperagao, ou melhor dizendo, a confianga na agao do outro
jogador, era de extrema importancia, como no Equilibrio de Nash descrito por Peterson (vide [2]).

As seguintes defini¢oes sdo ferramentas para encontrar decisdoes Otimas que podem ser tomadas em
situagoes com multiplas possibilidades e sob o efeito de incertezas, visto que elas procuram reduzir a dimensao
dos conjuntos &/ e © ao eliminar algumas acoes ditas incoerentes, seja por fazerem com que o jogador nao
utilize as informagoes que possui, ou simplesmente por apresentarem uma perda maior.

Definicao 5. Dada uma perda L para o jogador 11, uma estratégia 67 para o jogador 11 é admissivel se
ndo houver estratégia 05 € </ tal que L(0,95) < L(6,07) para todo 6 € ©. Caso exista tal §5 a estratégia é
dita inadmissivel.

Defini¢ao 6. Uma estratégia mo (do jogador I) é dita equalizadora para o jogador I se L(my,a) = C para
toda a € &, onde C' é uma constante qualquer. Uma estratégia o; € dita equalizadora para o jogador II se
L(0,d5) = C para todo § € ©. A constante C' € a mesma para ambos os jogadores.

Definicao 7. Uma estratégia aleatoria denotada por &' ¢ dita minimaz para o jogador Il se minimiza

sup L(6,0%), ou seja,

RNGC]
sup L(Q,(S*M) = inf sup L(6,06").
9o redgceo

A quantidade do lado direito é chamada de valor minimaz do jogo e serd denotada por V.

Vale ressaltar que se o jogador I1 realiza a acao minimax, ele estd efetuando a decisao que ird fornecer
a sua maior utilidade.

o ~ ;. s . M, . . . . . .
Definicao 8. Uma estratégia aleatoria denotada por m* € dita maximin para o jogador I se maximiza

inf L(rw, a), ou seja,

acad
inf L(r", a)= inf L(r,a).
ot M) = st ind Lo

A quantia do lado direito € chamada de valor maximin do jogo e serd denotada por V.
Vale salientar que o jogador II clama para que o jogador I realize a acdo maximin, uma vez que o ultimo

estard realizando a decisao que ira resultar na maior perda para ele.
Por fim, o seguinte teorema permite encontrar tais agoes minimax e maximin de forma imediata.



Teorema 1. Sejam my e 0 estratégias para o jogador I e II, respectivamente, e assumindo que para todo
eB® eacd,
L(9758> < L(?T(), a)'

Portanto, o jogo € estritamente determinado, isto é, com my e 0y sendo estratégias mazimin e minimaz,
respectivamente, conforme descrito nas definicoes 7 e 8.

3.1 Interpretagao geométrica

A seguinte definicdo é essencial para mostrar a aplicacdo de regras de decisoes aleatérias com base na
interpretacio geométrica em R2. O objetivo é criar um conjunto que contém todas as estratégias aleatérias
0* para o jogador I, afinal, como mencionado anteriormente, nos identificamos com ele. Tal conjunto sera
denotado por D*.

Definicao 9. Para cada estratégia aleatoria 6* € D* do jogador Il e uma ac¢do ndo aleatoria 6 € © do
jogador I, seja
R;(6%) = L(0;,0%), i=1,...,m.

Entao temos o vetor de riscos R(6*) = (R1(0%), Ro(6*),. .., Rn(6%))t, onde t indica a transposicio do vetor.

Definicao 10. O conjunto S dos riscos do jogo € escrito como
S ={R("):6" € D'}

A interpretacdo desse conjunto convexo é que os vértices do conjunto S sdo pontos de riscos referentes
as regras de decisdao nao aleatdrias, essas serao denotadas por S,/. Enquanto as linhas que as conectam sao
regras aleatorias de decisao (Figura 1).

Para ilustrar melhor o resultado, é apresentado o seguinte exemplo de jogo de soma zero.

Exemplo 1. Considere a matriz de perdas para o jogador II de um jogo de soma zero.
L ai | as | Aag ay

61121 21]01]05
6| 0] 1] 2] 1

Nesse caso, temos que S = {(2,0),(2,1),(0,2),(0.5,1)}. Podemos visualizar o conjunto S na Figura
abaixo.

Ry(6%)

©,2y

21y

. R, (6*
2.0y 1(6%)

Figura 1: Conjunto S dos riscos do jogo.

Pensando agora no jogador I, note que ele escolher uma agao nao aleatéria 6; é equivalente a ele escolher
a primeira coordenada de qualquer ponto de risco.

Em relagdo ao jogador II, para encontrar a decisdo minimax no conjunto S, é introduzida a seguinte
defini¢ao de familia de quadrados.

Definicao 11. O quantil inferior a em R™, denotado por Qu, € definido como

Qa:{zz(zlv"wzm)teRmIZiga}



A ideia é exibida na Figura 2.

Figura 2: Intersecao dos conjuntos S e Q.

O ponto do quadrado onde toca o conjunto S é o ponto de risco da regra Minimax. Assim, temos a reta
que conecta dois pontos de riscos pertencentes as regras de decisées nao aleatérias d; e do. Entdo podemos
escolher 91 com probabilidade 1 — A ou d2 com probabilidade A. Assim,

(1—X)(0.5,1)" + X\(2,0)" = A =0.8.

Portanto, o ponto de risco minimax s é (0.8,0.8), e a interpretacdo ¢ que o jogador II possui uma
regra aleatéria 0* que escolhe a agdo a; nao aleatéria com probabilidade 0.2 ou a agdo as nao aleatéria com
probabilidade 0.8.

Nota 3.1. Cabe observar que podemos adaptar a defini¢cao 5 para dizer que uma regra de decisao 6] € dita
admissivel se comparada a 05 do jogador I, se suas respectivas coordenadas (a,b) e (c,d) satisfazem a
sequinte desigualdade

a<ceb<d.

Sendo assim, agora é possivel para o jogador II enfrentar um oponente inteligente como o jogador I,
uma vez que ele fez uso da aleatoriedade de suas estratégias.

4 Conclusao

Este trabalho apresentou conceitos de utilidade e de perda, a fim de representar a consequéncia para o
agente inferencial quando este realiza uma acao sujeita a estado da naturezas aleatérios. Nesse sentido, foi
importante estudar tipos de funcao de perda e suas variagoes no contexto de estimacao.

Portanto, a transicao de regras nao aleatérias para aleatérias na Teoria dos Jogos ocorre porque con-
sideramos o estado da natureza como o montante das agoes um oponente inteligente, ou seja, ele deseja
maximizar a nossa perda. Assim, é necessario utilizar a aleatoriedade para tomar decisoes 6timas. Feliz-
mente, definicoes como admissibilidade e estratégias equalizadoras, além das estratégias minimax e maximin,
permitem reduzir nosso espaco de decisoes, tornando possivel usar a utilidade como estratégia para identificar
decisbes 6timas em jogos de soma zero.
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