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INTRODUGAO:

Hodiernamente, o emprego de métodos numéricos na resolucao de Equacgdes Diferenciais
Parciais (EDPs) constitui um dos principais pilares da Matematica Aplicada. De fato, a constru¢ao de
modelos matematicos € uma necessidade em diversos segmentos do conhecimento, motivando
técnicas cada vez mais sofisticadas que viabilizem o estudo de problemas, independente da existéncia
de solucdes analiticas. Nesse viés, o dominio das ferramentas que alicercam a area da Analise
Numérica constitui a base para o desenvolvimento e aperfeicoamento desses métodos.

Uma dessas ferramentas € o Método dos Elementos Finitos, que propde solugbes numéricas
para EDPs por intermédio de uma formulagdo variacional (ou fraca), de forma que a solugao
aproximada é escrita através de uma combinacéo linear de polindmios. Desde sua origem na analise
de estruturas para a engenharia, na década de 50, diversos estudos foram feitos acerca da
rigorosidade do método, com destaque para os trabalhos de Ritz, Courant e Galerkin.

O foco desse projeto em problemas elipticos foi motivado, num primeiro instante, pela Lei de
Darcy, que descreve o escoamento de fluidos em um meio poroso. O sistema de EDPs que define
essa lei constitui por sua vez um caso particular das equacoes de Stokes. Do ponto de vista numeérico,
o0 emprego de esquemas mistos (que fornecem solugbes em multiplos campos simultaneamente) é
vantajoso comparado a formulagbes primais, necessitando porém de um cuidado adicional no tocante
a compatibilidade dos espagos de aproximacdo. Isso culminou no estudo e no desenvolvimento de

diversos espacos de Elementos Finitos mistos estaveis.

METODOLOGIA:

FORMULACAO VARIACIONAL: E uma formulagéo com o escopo de enfraquecer as restricées
de suavidade impostas a solugao de uma EDP, sendo o alicerce na empregabilidade do método em
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problemas irregulares. Para ilustrar as ideias, vamos considerar o seguinte problema eliptico, definido

num dominio Q aberto, conexo e limitado:

~div(KVp) = f(x),x € Q

p = 0 no contorno 9€2

com K = K(x) uma funcao limitada. Sua formulagao variacional primal pode ser deduzida pelo teorema

de Gauss, e consiste em encontrar p tal que
a(KVp,Vv) = L(v),Vv € H(l) (Q)

com v uma funcao teste. Ja a formulacdo mista dual é obtida ao escrever a EDP como um sistema de
equacgdes diferenciais ordinarias (EDOs), de forma que u = -K.grad(p). Nesse caso, o problema misto

consiste em encontrar o par (u,p) satisfazendo
a(u,v) —b(p,v) =0,¥v € H(div,Q)

b(g,u) = L(q),¥q € L*(Q)

com v, q fungbes teste apropriadas.

METODO DE GALERKIN: Considerando as formulagdes variacionais anteriores, o método de

Galerkin define um problema variacional discreto, num
subespaco vetorial de dimensao finita. Com isso,
podemos escrever a solugdo numérica da EDP por | Sistema de rigidez global: KU =F
meio de uma combinacéo linear de uma base desse Fara HX:ELJ:JU
subespaco, usualmente dado por fungdes polinomiais Fi =g
por partes. Computacionalmente, a solugao & definida Paral =1 I
através de um algoritmo apropriado para a solugdo de Avaliar K.,
Ff (para cada elemento e)
sistemas lineares, apds a discretizacdo do dominio da Kij+ =K,
EDP por meio de uma malha. A eficiéncia F"+:lF"{'
computacional do método provém do fato de que a Resolver o sistema globa
matriz de rigidez global do dominio pode ser escrita I(%Jir;tgmeramo)
como a soma das matrizes restritas a cada um dos l
elementos. Os coeficientes da matriz de rigidez Fa e Elementes
dependem diretamente da definicdo da base para esse
subespaco. Figura 1 — Montagem da Matriz de Rigidez do
Método de Galerkin — Fonte: Imagem prépria
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ESTABILIDADE: A formulagdo primal é conforme, no sentido que herda diretamente os
resultados analiticos de existéncia e unicidade do problema variacional continuo, derivados da Analise
Funcional. Isso garante a estabilidade da respectiva solu¢cdo de Elementos Finitos. Isso ndo é valido
para formulacdes mistas, uma vez que uma escolha inapropriada de espagos de aproximacédo pode

conduzir a solugdes instaveis.

RESULTADOS E DISCUSSAO:

Do ponto de vista computacional, uma implementagao sélida do Método dos Elementos Finitos
consiste na definicdo do problema variacional discreto dado pelo Método de Galerkin, através do qual
a solugao numérica da EDP é obtida pela resolucdo do sistema linear associado. O condicionamento
da matriz de rigidez depende fortemente da base de fungdes especificada. O calculo de seus
coeficientes a nivel de cada elemento da malha é feito principalmente por Quadratura Gaussiana, que
sdo em seguida mapeados para a matriz de rigidez global. Para os espacos RT, em particular, certos
mapeamentos podem prejudicar a esparsidade da matriz, motivando o uso de métodos diretos.

Para o estudo dos problemas de natureza eliptica, considerou-se inicialmente a formulagao
primal da equacao de Poisson, utilizando os espacos H" de Sobolev como espacos de busca. Nesse
caso, a escolha do subespaco depende das condi¢des de contorno do problema, uma vez que
condigdes de Dirichlet afetam de maneira essencial (forte) a formulagdo variacional, enquanto
condicbes de Neumann afetam de maneira natural (fraca). Nesse viés, o principal resultado é a
Ortogonalidade de Galerkin, que caracteriza geometricamente a solugdo de Elementos Finitos e a
define como a melhor aproximagdo na Norma Energia. Isso precede o estudo das taxas de
convergéncia de acordo com o didametro, caracteristicas (afim ou nao afim) e graus de liberdade da
malha de discretizagcao do dominio.

A restricdo da compatibilidade entre os espacos faz com que as condi¢gdes de contorno tenham
um papel oposto em formulagées mistas. As consideracbes sobre estabilidade da sessédo anterior
motivaram um tratamento mais rigoroso, sob o escopo de generalizar os resultados classicos de
formulagdes primais. As condigbes necessarias e suficientes para garantir uma formulagcao mista de
Elementos Finitos bem-posta foram demonstradas principalmente nos trabalhos de Brezzi e Babuska.
Espagos que satisfazem essas condigbes sdo chamados de Inf-Sup Estaveis. Na literatura, destacam-
se o0s espacos de Arnold-Boffi-Falk(ABF), Brezzi-Douglas-MariniBDM), Raviart-Thomas(RT) e
Arbogast-Correa(AC). A implementagcdo desses espacos foi feita através das linguagens de
programagao Python e Fortran.

Para ilustrar essas ideias, vamos tomar, na equagdo modelo, f(x,y) = 2m?sen(tx)sen(my) e K =
1. A solucdo de Elementos Finitos mistos com espaco de Raviart-Thomas, bem como sua solugao

analitica, sdo dados por:
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Solugao de Elementos Finitos
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Figura 2 — Curvas de Nivel da solu¢do de Elementos Figura 3— Plot da solugdo exata — Fonte: Imagem
Finitos — Fonte: Imagem prdpria prépria
CONCLUSOES:

O Método dos Elementos Finitos € uma ferramenta muito elegante no que tange a solugao
numérica de Equacdes Diferenciais. Ao transformar o problema continuo em um problema variacional,
reduzimos a regularidade exigida da solugdo, permitindo trabalhar com problemas e dominios bem
mais generalizados, comparado, por exemplo, ao Método das Diferengas Finitas. A aplicacdo de
aproximagdes do tipo Galerkin Continua, utilizando bases Lagrangeanas, mostrou-se deveras
adequada para problemas em um campo. No tocante a Lei de Darcy, essa aproximagido pode ser
usada para obter a pressao, e, através de pds-processamento, obter a velocidade. Contudo, sob o
escopo de generalizar esse problema para um possivel estudo das equagdes de Stokes, o uso de
esquemas mistos, nos quais as bases sao fungdes vetoriais polinomiais, mostrou-se imprescindivel na

obtengao de taxas 6timas de convergéncia para as grandezas de pressao e fluxo.
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