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1 Introducao

O objetivo do estudo desta iniciagao cientifica é, essencialmente, encontrar solugoes para Equagoes Diferenciais
Ordindrias (EDOs) nao-lineares que ndo podem ser resolvidas através de métodos do cdlculo elementar, como método
do fator integrante, equagoes exatas, equagoes separaveis, para citar alguns exemplos.

Mais especificamente, o problema estudado é da forma:

{—p(t)u”(t)—p’(t)U() q(t)u(t) = f(t,u) em (a,b) (1)
u(a) = u(b) =0

tal que (1) é um problema de valor de contorno (PVC) no qual se busca uma fungao u(t) que seja solugdo da EDO
nao-linear de segunda ordem —p(t)u”(t) — p'(t)u'(t) + q(t)u(t) = f(t,u), sob as condi¢des de contorno que sdo dadas
por u(a) = u(b) = 0 e onde p(t), q(t), f(t,u) sdo fungdes que satisfazem certas hipGteses.

Para resolver o problema em (1), é necessério encontrar um funcional associado a EDO do problema e posteriormente
encontrar os pontos criticos deste funcional, chamados de solugao fraca da EDO. Finalmente, aplicando o Teorema do
Passo da Montanha para condicionar a existéncia dos pontos criticos deste funcional, obtém-se a solucao desejada do
problema.

2 Desenvolvimento da pesquisa

A pesquisa foi dividida em duas partes, ao longo dos dois ultimos semestres, para que fosse possivel compreender
com éxito toda a teoria envolvida no trabalho.

No primeiro periodo da iniciagao cientifica, foram estudados conceitos fundamentais do Célculo Variacional, tal
como a teoria dos funcionais, a equagao de Euler-Lagrange, problemas variacionais, como o da Braquistécrona, e varios
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teoremas que serviram de base para o desenvolvimento do estudo. Neste momento, foram utilizadas as referéncias
bibliogréficas [2] e [4].

No segundo periodo de atividades, uma vez tomado o conhecimento do Célculo de Variacoes, pode-se comecar
o estudo dos Métodos Variacionais. Inicialmente, foram estudados os espagos de Lebesgue e Sobolev, para que se
obtivessem ferramentas mais fortes para a conclusao da teoria. A exemplo disto, a integral de Lebesgue que de certo
modo é uma extensao da integral de Riemann, dado que toda fungao que é integravel a Riemann também é integravel
a Lebesgue (e as duas integrais sdo iguais), mas o contrério nao vale. Também pode-se tomar de exemplo a definigéo
de Solugao Fraca de uma EDO, necessarias para empregar o método variacional que resolve o conjunto de problemas
estudado na pesquisa: a aplicagao do Teorema do Passo da Montanha. No periodo citado, o trabalho foi baseado
principalmente nas referéncias [1] e [5].

3 Calculo Variacional

O Calculo Variacional surgiu com a necessidade de resolver problemas de otimizagao, sejam eles de maximizagao
ou minimizacao, como por exemplo, encontrar a curva que liga um ponto até outro ponto, sendo o ponto inicial acima
do final, sob forga constante, em menor tempo possivel - a problema da Braquistécrona (Veja [3]).

Ao longo dos séculos XVII e XVIII, varios cientistas, como Fermat, Newton, Euler e Lagrange, buscaram desenvolver
uma teoria que resolvesse problemas desta natureza. Esta busca culminou no surgimento do Calculo Variacional.

Em geral, consideramos os seguintes problemas variacionais:

b
Minimizar J[y(z)] :/ L(z,y(z),y' (z))dt
Sujeitcl)1 a

y € Yaqg = {y € C'a,b]|y(a) = ya, y(b) = vo.}

tal que Yoq é 0 conjunto das fungoes admissiveis: fungoes continuas, com primeira derivada continua e com condigoes
de contorno definidas em [a, b].
Jly(z)] é denominado um funcional, e segue sua definigao:

(2)

Definicao 3.1: Seja v uma classe de fungioes y(x). Se toda fungao y(x) € v se corresponde sequndo uma regra a
um determinado nidmero real J, dizemos que na classe v estd definido um funcional J e escrevemos

J = Jy()] (3)

Podemos dizer que um funcional é ”uma funcao de uma funcao”, uma vez que J é fungao de y, que por sua vez é
fungao de x.

Defini¢ao 3.2: Um funcional J com dominio v tem um extremo relativo em y* se existe um € > 0 tal que, para
todas as fungées y € v que satisfacam || y — y* ||< €, o incremento de J(AJ) tem o mesmo sinal.

e Se AT =J(y) —JW*) >0, y € um minimo relativo.
o Se AT =J(y)— T ") <0,y é um mdzimo relativo.

Caso a desigualdade seja satisfeita para todo € > 0, entao J(y*) é um minimo ou mdximo absoluto.

Como queremos resolver problemas de otimizacao, é natural que busquemos encontrar pontos de maximo ou minimo
dos funcionais.

Analogamente & derivada do célculo elementar, definimos a variacao de um funcional, representada por 6.7,
que estd relacionada com a possibilidade de escrever AJ como a soma de um termo linear com respeito a y(z) e a
variagao da fungao y(z) (dy), e outro termo que depende dos mesmos pardmetros anteriores e que tende a zero quando
a variagao da funcdo y(x) tende a zero.

Lema 3.1: Lema de du Bois-Reymond: Se g: [a,b] = R € uma fun¢do continua tal que

/a " g(@)h@) =0
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para toda a fung¢io h € C' satisfazendo h(a) = h(b) = 0, entio g(z) = 0.
Segue o Teorema Fundamental do Calculo Variacional, que condiciona encontrar extremos de funcionais:

Teorema 3.1: Seja y uma fungdo em v e J(y) um funcional diferencidvel em y. Suponha que todas as fungdes
em v ndo sejam limitadas. Se y* € um extremo, a varia¢dao de J deve se anular em y*, isto €, 0T (y, dy) = 0 para todo
Oy admissivel.

A prova deste teorema é feita por contradigdo. Para provar, supomos que y* é um extremo com 6.7 (y*,dy) # 0 e
verificamos que 0.7 (y*, dy) troca de sinal numa vizinhanga de y*. Pela defini¢ao anterior (3.2), y* néo serd um extremo.

OL d (0L
o s o) =© W

A equacao acima é denominada equagao de Euler-Lagrange, pois foram os dois matematicos que a deduziram. Esta
equacao é fundamental para resolver problemas variacionais como em (2), pois através dela é possivel encontrar os
extremos destes funcionais.

Sua demonstragao é relativamente simples e envolve definir o funcional em (2), calcular o incremento do funcional
(AJ), encontrar uma expressdo para a variagdo do funcional (§.7) através da expansdo em polinémio de Taylor para
duas variaveis (y e 3') e o fato de que J ¢é diferencidvel em C'[a,b], e igualar a variacio do funcional a zero para
encontrar os extremos deste, além de utilizar o Lema de du Bois-Reymond (Lema 3.1) para chegar na equagao.

A equagao de Euler-Lagrange

4 Métodos Variacionais

Com a necessidade de encontrar solugoes para equacoes diferenciais ordinarias, surgiram varios métodos, dentre
eles, os Métodos Variacionais.

Na segunda metade do século XX, Ambrosetti e Rabinowitz desenvolveram o Teorema do Passo da Montanha (veja
[6]), que garante a existéncia de ponto critico do tipo min-max para um funcional diferencidvel definido no Espago de
Banach, satisfazendo algumas condigoes, como a condigao de Palais-Smale. A resolucao de EDOs via este teorema sera
o Método Variacional cerne desta iniciacao cientifica.

Seguem alguns importantes conceitos estudados.

Definigao 4.1: Seja Q € B, Q C R. O espago LP ¢é definido por:

LP(Q):{f:QHRmensurdvel :/|f|pdﬂ<00}.
Q

Essa é a definicdo dos Espagos de Lebesgue (espagos LP). Sao espagos vetoriais normados, munidos da seguinte
1

P
norma: ||f|l, = </Q f|pdu) . B é o conjunto dos Borelianos, que por definicio é a o-algebra gerada por uma familia

de conjuntos abertos em R.

Considerando agora o problema de valor de contorno em (1), podemos tomé-lo na sua forma autoadjunta, ou seja,
—pOu) + gty = f(t,u).

Multiplicando a EDO acima por v(t) € Ci[a,b] e integrando, temos:

b b b
/ () (1)) v ()dt + / a(tyu(tyo(t)dt = / F(t wyo(t)dt (5)

Integrando por partes o primeiro termo de (5) e usando v(a) = v(b) = 0, obtemos a seguinte equagao integral:

b b b
/ (O ()0 (1)dt + / g (O)u(t)o(t)dt = / Fo(t)dt, Yo € Clla, ] (6)

Definicao 4.2: Dizemos que u € C}|a,b] é uma solucio fraca da EDO em (1) se satisfaz (6).
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Em suma, estamos procurando uma solugdo u(t) € C?[a,b] que satisfaca a relacio em (6). Esta fungio u serd
chamada de solucao cldssica caso isto aconteca.

Devemos associar a equacao diferencial a um funcional apropriado. Deste modo, podemos reduzir o problema de
encontrar a solu¢ao do PVC (1) a encontrar pontos criticos para o funcional associado.

Considere o seguinte funcional:

1 b 1 b b
J(u) = 7/ p\u’\th+§/ qu2dt—/ F(t,u)dt (7)

2

tal que F(t,u) = fou f(t,s)ds. A fim de encontrar os pontos criticos (ug) do funcional 7, denotaremos por J'(ug)v a
derivada do funcional J na direcao de v, dada pela seguinte expressao:

J' (ug)v = lim J'(uo + sv) = T"(uo)

s—0 S

(8)

Tomando ¢ da expressao (7) em (4), apés alguns passos de manipulagao algébrica obtemos:

b b

T (ug)(v) :/ pugv’dt—k/ quovdt—/ab (&, u)vdt (9)

a a
tal que (9) é chamada de a primeira variagao do funcional J, que é andloga a derivada direcional do Célculo Elementar.

A seguir algumas defini¢coes importantes para que se enuncie o Teorema do Passo da Montanha.

Definicao 4.3: Seja E um espago vetorial com norma || - ||g. Uma sequéncia (x,) C E € chamada de sequéncia
de Cauchy quando, Ye > 0,3n, € N : m,n > ng = ||xm — Tnllg < €.

Definicao 4.4: Denomina-se Espaco de Banach todo espago vetorial normado completo. Um espaco vetorial
normado € completo se toda sequéncia de Cauchy € convergente.

Definicao 4.5: Chamamos de (u,) C E de sequéncia de Palais-Smale se

J(up) — c€R e J'(up) — 0 quando n — +oc

Definicao 4.6: O funcional J : E — R satisfaz a Condi¢ao de Palais-Smale se, dada qualquer sequéncia (u,) C E
de Palais-Smale de J, entio (uy,) possui uma subsequéncia que converge em E.

Teorema 4.1 - O Teorema do Passo da Montanha: Seja J : E — R um funcional de classe C' satisfazendo
a condi¢ao de Palais-Smale, definindo num Espaco de Banach E. Suponha que J(0) = 0 e que existem constantes
p,a > 0 tais que J|ap, > . Suponha ainda que exista e ¢ B, tal que J(e) < 0. Seja

I'={yeC0,1E): 7(0) =0e (1) = e}

e defina

c=inf max J(u).
el uey([0,1])

FEntdao, ¢ > a € um valor critico de J .

No resultado acima, OB, representa a fronteira da bola fechada de raio p > 0; C°([0, 1]; E) sao as fungdes continuas
no intervalo [0, 1] para um Espago de Banach E; «, e constantes. Ainda que o teorema acima possa parecer complicado,
sua aplicagao nao é dificil.

Para aplicar o Teorema do Passo da Montanha(TPM) a um PVC como (1), se faz necessério:

1. Encontrar a equacao que define a Solugao Fraca do problema, dada por (6).

2. Tomar um funcional adequado para o problema, pela equacao (7), tal que seus pontos criticos sdo as solugdes
fracas do PVC.
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3. Mostrar que o funcional obedece as condigoes de Palais-Smale (definigao 4.6), ou seja, mostrar que existe uma
sequéncia de Palais-Smale que é limitada.

4. Encontrar o nimero vy que se encontra no caminho I', onde a norma da solugdo cldssica (u) ser igual ao raio da
bola fechada (p), para algum p > 0, implica em J(u) > 7.

Caso cumpridas as etapas acima, estaremos dentro das condigoes impostas para aplicar o TPM. Entao ug sera

solucdo fraca do PVC e ¢ = inf max J(u) serd o nivel dessa solugao.
YET uex([0,1))

5 Conclusao

Portanto, o método variacional de resolu¢ao de um PVC néao-linear (1) através da aplicagdo do Teorema do Passo
da Montanha pode ser muito ttil em problemas onde se procura uma solugao analitica, mas, nao pode ser resolvido
via métodos classicos de equacgoes diferenciais.
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