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INTRODUCAO:

A analise de Fourier € uma ferramenta atil no que diz respeito a andlise de sistemas dinamicos,
muito desse sucesso vem do fato que a andlise de Fourier, isto é, a composicdo de uma funcéo por
meio das séries de Fourier, por si sO traz informacbes favoraveis sobre essas funcdes no que diz
respeito a uma analise mecénica, como condi¢des sobre continuidade, integratividade e limitagdo em
certos intervalos. O objetivo desse trabalho é trazer essas novas informagbes dadas pela andlise de
Fourier a fim de discutir solu¢cbes de dois problemas propostos de mecénica que abrem a possibilidade
de um estudo sobre equacdes diferenciais que sao definidas por meio de séries de funcdes, trazendo
um resultado sobre a existéncia e unicidade de solugbes em certas regides de dominio espago-
temporal desses sistemas. Tem-se entdo os dois problemas norteadores desse trabalho:

Problema 1) Solucao de equacdes diferenciais dada por séries:

Dada uma equacéo diferencial, que define um sistema dindmico composto por um objeto e um
campo de forgas, em um dominio espago-temporal, definida da seguinte forma: oy” = Y-, E,(y), com
0 numero real c > 0 e F,(y) sendo continuas em uma regido simplesmente conexa exceto a pontos
singulares isolados, e y sendo a posi¢do do objeto de estudo no espaco. Em que condigcbes podemos
afirmar a existéncia e unicidade de solugdo sob uma regido espaco-temporal? Esse problema serve
para se definir conceitualmente esses tipos de equacdes diferenciais atribuindo a essas ainda uma
discusséo sobre fisica.

Problema 2) Problema do campo gerado por arranjo complexo de cargas.

Desconsiderando efeitos relativisticos, dada uma trajetéria s parametrizada S = {(x(t), y(t), z(t))
€ RN3;t €[tl, t2 ]} de uma particula teste de carga g € massa m em um campo elétrico E~, é possivel
gue um campo elétrico que seja gerado por uma distribuicdo de cargas puntiformes enumeraveis, cujo
um efeito da for¢a resultante desse arranjo seja a particula de teste descrever essa mesma trajetoria?

Esse problema vem no sentido de avaliar que tipos de solugdes podemos ter com uma equacao

diferencial dada por meio de séries estudando o caso de campos elétricos dados pela lei de Coulomb.
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METODOLOGIA:

A metodologia utilizada para o desenvolvimento desse trabalho se baseia em apresentagdes
semanais junto ao orientador e um extenso estudo de materiais bibliograficos, como o Livro Equacdes
diferenciais parciais e andlise de Fourier, do autor e mateméatico Djairo Guedes e o livro Fourier
Analysis escrito pelo matematico Eric Stade. Foram também trocadas correspondéncias com o

orientador, a fim de se ter uma verificagcdo na teoria trabalhada.

RESULTADOS E DISCUSSAO:

Problema 1) O objetivo aqui é estudar as equac¢des diferenciais do ponto de vista mecanico, isto €&,
associar a solugdo de uma equacdao diferencial o movimento de um objeto tedrico, podemos formalizar
essa ideia da seguinte forma: Definicdo do sistema: Seja um objeto com propriedades fisicas dadas
por constantes ¢’s e seja seu movimento dado por um vetor y com n dimensdes, sendo n=1,2 ou 3
nesse caso, onde y representa as posi¢cdes do objeto em uma regido do espaco em funcdo de uma
coordenada temporal. Essa funcdo associa a regido temporal A com uma regido espacial y:R - R™.
Existe ainda um campo de forcas F(y) com F:R™ —» R™, temos que pela segunda lei de Newton a
trajetoria corresponderd a seguinte equacdo diferencial oy’ = F(y). Aqui nada afirmo sobre a
existéncia de uma solugcdo para essa forma. Vamos supor que o objeto esta sob a acdo de forcas
limitas por um periodo At, como a forca € limitada nesse intervalo, temos as seguintes relacdes

satisfeitas supondo a integrabilidade do modulo F(y(t)), tem-se Vt € [to, to + ALl |F(y(©)| < M -
ly'(to + At) —y'(t)] < fttOOJrAtht - |y(te + At) — y(ty)| < MAt 2 sendo M o maior valor que a forca

assume no intervalo levado em conta, para que essas expressfes tenham sentido, basta que F(t) seja
continua e limitada em todo intervalo de tempo considerado. O que essa equacao encontrada nos da é
gue a funcdo de trajetéria é continua no ponto inicial. Logo podemos extrair disso um importante
resultado: Resultado 1) Sob a ag&o de forcas limitadas em um intervalo de tempo fechado, a trajetoria
descrita pela particula em um campo é uma funcdo continua e limitada. Logo de forma particular, se os
campos de for¢cas sao limitados e continuos em um intervalo de tempo fechado, entao a for¢a pode ser
descrita por meio de séries de Fourier e, consequentemente, pela integrabilidade dessas, a trajetéria

pode ser descrita por meio de uma série de Fourier dentro desse mesmo intervalo.

Consideracfes sobre a trajetéria: Supondo um campo de forgas continuo e limitado em um intervalo

de tempo, entdo temos que a trajetdria da particula sob a acdo desse campo ndo € uma constante,

to+At ftiJO-I-AtF(y(t))dtz _

0 VAt se, e somente se, F(y(t)) = 0, considerando a continuidade, temos que F(t,) = 0, portanto, a

mesmo que y'(ty) = y(ty,) = 0. Isto &, dada a integral o[y(ty + o) — y(t,)] = fto

trajetoria é diferente de uma constante caso a forga resultante seja ndo nula, podemos condensar isso
no seguinte resultado: Resultado 2) Existe uma trajetoria continua e limitada que difere de uma
constante caso a forca inicial seja ndo nula e, sob o intervalo de tempo considerado, a acdo da forca

externa seja continua e limitada. Com isso podemos mostrar que em uma regido que o campo de
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forcas é continuo, limitado e ndo nulo, deve-se ter uma trajetdria que difere de uma constante e que é
continua e limitada em um intervalo de tempo fechado. Isso pois, sabemos gque a varia¢cdo da posicao

Ro

nessa regido é limitada, de forma que y(t, + At) — y(t,) < MAt?2, o que leva a um tempo T < - para

que a particula satisfaca |y(t, + At) —y(ty)| =R, com R sendo um valor real. Nos levado ao
Resultado 3) Se em uma regido do espago simplesmente conexa o campo de forcas é continuo,
entdo, dado uma posicao inicial, velocidade inicial e aceleracao inicial, a particula deve descrever uma
trajetoria continua e limitada que satisfaz a seguinte equagdo: oy (t) = F(y(t)),t € [to, t1], para algum

t; > to.

Unicidade da solucéo: Para demonstrar a unicidade da solucdo basta mostrar que dadas as mesmas
condic@es iniciais e supondo que exista uma diferenca nas trajetérias entdo deve-se ter um ponto de
divergéncia das rotas. Porém, ndo existe um ponto limite em que as for¢cas se diferem, uma vez que
elas variam continuamente e no limite de um ponto elas possuem o mesmo valor. A diferenca deveria
se dar, portanto, pelas constantes que aparecem na integragdo da aceleragéo, mas essas representam
no sistema mecanico, a velocidade inicial e posicéo inicial; pela suposicao inicial essas devem ser
iguais, concluindo que é impossivel se ter mais de uma trajetéria para um mesmo conjunto de valores
iniciais.

Expansao para equacao diferencial dada por séries de fun¢bes: Diremos que uma funcéo y(t)
converge para a uma solugdo y(t), onde oy, (t) = ¥X_, F,(yx) resolvendo o problema de valor inicial
v (to) = ¥, S€ € somente se ela converge para y(t) e essa fungdo satisfaz oy”(t) = X, F,(y(1)).
Esse problema é simples de resolver se consideramos que a soma dos F,(y) converge uniformemente
em uma regido espacial; de acordo com os resultados 1 a 3 devemos poder descrever o efeito do
campo por meio de uma série de Fourier e consequentemente escrever a trajetéria em termos de uma
série de Fourier também. Logo, pela convergéncia uniforme pode-se provar a existéncia e unicidade de

solucBes em regifes espaco temporais que as forgas resultantes convirjam uniformemente.

Problema 2) O problema 1 era o norteador no sentido de garantir a existéncia de solucdo para
algumas equac0es diferenciais em certas regides. Ja no segundo problema estamos interessados em
saber mais das possiveis solu¢cdes que poderiam ser obtidas com equacdes diferenciais dadas por
séries como essas. Se desconsiderarmos efeitos relativisticos e gravitacionais, entdo a Unica interacéo
entre as cargas fixas e a carga teste € de natureza elétrica e descrita pela lei de coulomb. Comeg¢amos
a solucédo estudando a interacdo entre a particula teste e uma particula fixa de carga g; na posi¢do
P, = (x4,y1,21). Pela lei de coulomb e a segunda lei de Newton podemos descrever o comportamento
dindmico do sistema na forma da seguinte equacéo diferencial:

d’s (5(6) = Po)
mFZCIEl A L R ——
|IS@® — Pil|
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sendo S(t) = (x(t),y(t),z(t)) o vetor posicdo da particula teste. Reescrevendo em termos

az_x az_y &) = —Kqq ( x(£)—x1 y(t)=y1 z(t)—z1 )
at?’at?’at? 1 ||S(t)—P1||3’||S(t)—P1||3’||S(t)—P1||3

componentes temos a seguinte expressao: m (

Observa-se que, uma condi¢do para se manter o sentido da equacao diferencial € que em nenhum
ponto da trajetéria se tenha uma coincidéncia das posi¢cdes da particula fixa e de teste, pois a forca
guando a distancia € nula descreve uma singularidade. Com isso fazemos algumas suposicfes
importantes, como a necessidade de que ndo haja colises. Como foi suposto que ndo existe colisdes
entdo todas as fungdes componentes do campo estdo bem definidas para todos os pontos de uma
trajetéria S, como o intervalo de tempo é fechado, entdo as funces sdo continuas e limitadas,
satisfazendo condi¢gBes suficientes para poderem ser escritas em forma da série de Fourier em um

intervalo fechado de tempo.

Utilizando a notacdo de exponencial complexa da série de Fourier e adicionando mais particulas ao

sistema temos que: E, () = (T %[ X0 cnxjle®nt, E2u[EN 1 cny e, 2% [Z0, cnzjle®nt)

Onde cada componente foi descrita por meio de uma soma de n séries de Fourier, isto €, adicionamos

no sistema N-1 particulas e descrevemos seus efeitos por meio da soma considerando o principio da
2

superposicdo. Valendo que Cpyj = p—s
274

t _ 2mi . e ~
J.2 Exje~@ntdt onde w, =%. para simplificar a notacéo,
1 274
usaremos a seguinte simbologia: Y.y = [Z?Ll Cnxj] e de forma analoga para as demais componentes,

ficamos entdo com: E, (t) = (X% Wnaw €978, X %% Wy €918, 3.5, P,y e©nt)

Supondo entdo que os termos x'"',y", z''também satisfazem condi¢des suficientes para seres escritos

L . N N . ~ . 02
por série de Fourier, temos entdo que cada funcdo componente tem sua prépria representaco: d—tf =

¥ % Cnx e®nt. Logo, devemos verificar a seguinte igualdade: Y%, [Cnx—%wnx,v]e‘”nt = 0 tomando
como exemplo somente a primeira coordenada. Para que isso ocorra entdo temos que: Cy, — %wnx,\, =
0. Dessa forma chegamos em restricbes para 0s campos gerados: Y,y =%Cnx. A partir disso
podemos trabalhar com séries parciais para podermos chegarmos em sistemas lineares e, entdo,

resolvé-los:

Seja k o0 numero natural tal que: |Z|n|>kCnxe‘”nt|<s. Entdo temos que resolver o sistema:
q
Zle—k [Cnx - ;wan] e®nt =0 ’ (2)

Temos entdo um sistema com 2k+1 equacgbes e 4N varidveis, pois cada coeficiente de Fourier

L. . 2 ty _ (S(t)_Pf) —wpt — . .. 7
depende de 4 variaveis, pois: Cpxj = =~ ftl K 1—“5(0_13]_”3 e~nt dt = q;1(x;, y;,2)
Onde podemos escolher arbitrariamente o valor de cada coeficiente. Logo, podemos escolher um N tal

qgue (2) é certamente satisfeito. Assim, o que resta analisar é o resto da série vindo da expressao dos
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coeficientes somados, isto é: R,(N,k) = |Z|n|>k Yney €97| tem-se entdo que: [X % Ypyy e@nt —
¥ % Cnx €] < R,(N, k) + ¢. Algumas condicdes suficientes encontradas para que esse valor de
Resto decaia a zero com k indo ao infinito sdo: 1) A funcdo y tenha as componentes cuja série de

Fourier dela tenha coeficientes que satisfagcam |C,| < sendo a uma constante e Py,(n) um

_a_
Pa(n)’
polindmio de grau a > 2 que ndo tem zero nos naturais; pois, assim, podemos sempre usar um nimero
maior de particulas do que de equagdes obtendo uma solugdo possivel e indeterminada para o
sistema linear e que o resto do sistema considerado convirja a zero. Pois R,(N,k) <
N(max{|Z|n>k cnxi|})- Dessa forma tomando o coeficiente na forma explicitada e sabendo que o
sistema completo tem 3(2k + 1) equacBes e 4N variaveis, basta entdo que 3(2k + 1) > 4N ..

3 7
“k+-

3(2k + 1) + 1 = 4N, logo temos o valor de N e com isso: R,(N,k) < 2N Z,‘f’zlﬁ a Y tts

temos que essa soma converge a zero quando k tende ao infinito caso a > 2. Um exemplo de funcdo

que satisfaz esse crittio € dado  por:(x(t),y(t),z(t)) = (¢(n? — ¢%),0,0),t € [-m, 7]
n+1

Yo 1 — sen(nt) =t(m? —t?),-m <t <m 2 Caso a trajetdria seja alguma conica, temos que

essas sao solucdes de trajetdria do problema de dois corpos, portanto, € possivel achar um segundo

corpo para o qual cada conica corresponda a uma solucao.

CONCLUSOES:

Podemos concluir o trabalho enunciando dois teoremas que expressam condi¢des suficientes:

Existéncia e unicidade de solucdo de equacdes diferenciais por série: Dada uma equacdo
diferencial dada na forma oy” (t) = Y-, E,(y(t)), essa tem uma solugéo continua e Unica y:R — R®
gue pode ser escrita por meio de séries de Fourier em toda regido simplesmente conexa que a série

de F,convirja uniformemente e ndo tenha singularidades.

Suficiéncia para solucdo da equacdo diferencial por séries (caso de campos elétricos): Dado

que F,(y) = qnq |2y, entdo caso y € C?seja tal que os coeficientes de Fourier de sua série associada,

(a cada componente caso seja um vetor de fungdo), satisfacam |C,| < —— ( 1 sendo a uma constante e

P,(n) um polinbmio de grau a > 2 que ndo tem zero nos naturais, entdo y existe e € a solu¢do de uma

equacdo diferencial por séries em algum intervalo fechado de tempo ndo degenerado.
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