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Nesse projeto estudamos os fundamentos da mecanica geométrica com um enfoque voltado as simetrias de sistemas
fisicos. Tal formalismo foi aplicado ao movimento de corpos articulados e suas simetrias, sob o ponto de vista de uma

teoria de gauge.
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Introducéo

O estudo de simetrias € um tema recorrente em fisica e
matematica. De fato, o estudo das simetrias de um
problema frequentemente constitui-se em um atalho para
se chegar as suas propriedades essenciais, isso &,
agquelas associadas a sua estrutura mais fundamental.

Resultados e Discusséao

A funcdo Lagrangeana classica é valida apenas em
referenciais inerciais. Mas, substituindo a derivada
temporal pela derivada covariante na Lagrangeana, a
mesma passa a ser invariante sobre qualquer mudanga
de referencial. A nova lagrangiana sera:

. 2
L@ V.t = m@d)? ~U=im(G+AG+7) v, [1]
onde V.4 = 4 + A,qG + v, é a derivada covariante.

Assim, temos um importante exemplo de teoria de
gauge, onde as matrizes e vetores da equacgao [1] sdo
chamados de potenciais de gauge.

Usando a equagdo [1] podemos escrever a
Lagrangeana de um corpo deformavel no referencial do
centro de massa do corpo:

L= ;Za ma(vtm)z = %Zama (E+V)
T
+§Zama(nxﬁ)2+%Zama(ﬂxﬁ)'®)- [2]
Lgr
A equacgdo [2] mostra que a Lagrangeana pode ser

decomposta em partes puramente rotacional e
translacional, a primeira pode ser escrita na forma:
Ly =010 + L, onde L = ¥.e My Gy * a» [3]

onde L é o momento angular aparente e I o tensor de
inércia.

Seja 6 o angulo de Euler que parametriza o referencial
nao inercial do centro de massa do corpo, temos, pelas
equacdes de Euler-Lagrange:
i[(lﬁ+i)ﬁ]-(lﬁ+i)@= 0
dt a0 a6
(165 + 1), 05-(188 + L) - B (104 L) e = 0. [4]

A equacao [4] mostra que corpos deformaveis podem
realizar rotagdes com momento angular nulo.

O sistema de duas varas da figura 1 € um exemplo de
um corpo deformavel, que tem momento angular:

L, =Y 1 XD, =mYi, xy; — yi%i. [5]

Fazendo L=0 = L, = 0 teremos:
d0 = —(Agda + Agdp), onde A4, = ~*F = 1teosh g

4+2cosf B~ 4t2cos g’
Aplicando o Teorema de Green em [6] temos que,

_ sin 8
26 = ~ [, s ez dadp. (7]

Realizando o ciclo (a, 8) = (0,0) - (g,o) > (o,g) N (gg)
teremos de [8] que 46 = —7,5°. O que esta de acordo com
a equagao [5].

O sistema da haste e do cilindro da figura 1, um modelo
simples para o gato, apresenta outro exemplo de corpo
deformavel. O momento angular de um corpo deformavel
no referencial do centro de massa do corpo é:

L=10+L [8]
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Figura 1. Sistema de duas varas a esquerda, retirada de [1]. Um
modelo simples para o gato, a direita, retirada de [2].
Assim, quando o momento angular se anula,
Q=1L 9]
Selam I; e I, os momentos de inércia,
respectivamente do cilindro e da barra, com respeito aos
seus respectivos centros de massa. Temos, pelo teorema
dos eixos paralelos, que a componente zz do tensor de
inércia é:
Ly = I+ I+ (1% +1,7). [10]
O momento angular aparente é dado pela rotagdo do
cilindro em torno do seu eixo, L = L, = —1; w,.
Assim, de [9] e [10] temos () = —%w
I+l + (17 +17)
Logo, como o corpo do gato tem velocidade angular
—w, no referencial que roda com velocidade angular (2,

o gato roda com velocidade angular {2 — w, com

respeito a um referencial inercial e pode pousar em pé.
Conclusotes

Por meio de uma teoria de gauge estudou-se o

movimento de corpos articulados (ou quase-rigidos).

Assim, foi possivel observar uma diferenca fundamental

entre corpos rigidos e corpos articulados: diferente do

primeiro, o segundo pode realizar rotacdes mesmo

guando o momento angular total do corpo é nulo.
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