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Neste trabalho apresentaremos um importante resultado da geometria simplética, o teorema da vizinhanga tubular de
Weinstein, que relaciona uma subvariedade lagrangiana de uma variedade simplética M com seu mergulho na segéo

zero do fibrado cotangente 7% M.
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Introducao

Seja w uma 2-forma diferenciavel em uma variedade M,
i.e para cada p € M, a aplicagéo w, : T,M x T,M — R é
bilinear e antissimétrica no espaco tangente a M no
ponto p, e w, € suave em p. Dizemos que w é fechada se
satisfaz a equacado diferencial dw =0, onde d é a
derivada exterior.

Uma 2-forma diferenciavel é simplética se w é fechada e
para cada p, w, € ndo degenerada.

Uma variedade simplética € um par (M,w), onde M é
uma variedade diferenciavel e w é simplética.

Dizemos que uma subvariedade X C M é lagrangiana
se, dada a inclusdo i: X > M, fw=0 e
dim X = (1/2)dim M.

Nosso objetivo €& estudar a relagdo entre uma
subvariedade lagrangiana X C M de uma variedade
simplética M compacta e seu mergulho na seg¢do zero
do fibrado cotangente 7*M munido com a estrutura
simplética candnica.

Resultados e Discussao

Primeiramente vejamos que se M é uma 2n-variedade,
wo € w; sdo formas simpléticasem M e X é
subvariedade lagrangiana de (M,wy) e (M, w), entdo
existem vizinhangas Uy e U; de X em M e um
difeomorfismo ¢ : Uy — Us tal que ¢(z) =z, Vx € X e
¢ *xwl = w0.

Para isto, utilizaremos o seguinte teorema:

Teorema de Moser: Seja M uma variedade, X uma
subvariedade compacta de M, i : X — M inclusao, wg e
w; formas simpléticas tais que wo|, € w1|p, Vp € X. Entéo
existem vizinhangas Uy e U; de X em M, e um
difeomorfismo ¢ : Uy — U tal que ¢(z) =z, Vx € X e

¢ *wl = w0.

Fixe pe X. SejaV=T,MeU=T,X.Sei: X —MEé
inclusdo, uma vez que i*wy = i*w; = 0, segue que U é
um subespaco lagrangiano de (V,wol|,) € (V,wilp).
Podemos entédo obter um isomorfismoL,, : T,M — T,M,
tal que L,|T,X =1d e Lyw |, = wol,, de modo que L, &
diferenciavel em p.

Pelo teorema de Whitney, existe uma vizinhanga N de X
eum mergulho b : N = X, com h|, = Id e dh(p) = L,,

p € X. Desta forma, para cada p € X,

(h*w1)p = (dh(p))*wilp = Ly * wilp = wolp.

Aplicando o teorema de Moser a wg € h * wy,
encontramos uma vizinhanga U, de X e um mergulho

f : Uy — N tal que f|X =Ide f*(h*wl) = wo em Up.
Basta tomarmos entdo ¢ = h o f, donde obtemos nosso
resultado.

Considere entéo (M, w) variedade simplética compacta ,
X uma subvariedade lagrangiana de M, e (T*M,wy) 0
fibrado cotangente de M munido de wy, estrutura
simplética canénica. Utilizando o teorema da vizinhanga
tubular e identificando NX ~ T* X, onde NX é o fibrado
normal de X, obtemos um difeomorfismo v : Vj — V,
onde Vj é vizinhanga de X em T X, com X visto como
secao zero do fibrado, e V' é vizinhanga de X em M.
Aplicando o resultado anterior para ¢*w e wg, obtemos
¢ Vo — U; tal que ¢"¢*w = (¢ o ¢)*w = wy. Donde
temos que 0 = ¢ o ¢ € um difeomorfismo tal que

0(z) =z, Yz € X e 0*w é a forma simplética candnica.

Conclusao

Chegamos entdo a uma demonstracdo do seguinte
teorema:

Teorema da vizinhanga tubular de Weinstein: Seja
(M,w) uma variedade simplética compacta e X uma
subvariedade lagrangiana de M. Entdo existe uma
vizinhanga U, da seg¢do zero do fibrado 7*X, uma
vizinhanga U de X em M e um difeomorfismo
0:Uy— U tal que O(z) =z Vre X, e 0*'w é a forma
simplética canénica.
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