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Resumo
Este projeto de iniciação científica teve por objetivo levantar o modelo dinâmico de um robô móvel não holonômico com
deslizamento nas rodas. Para atingir esse objetivo, realizou-se primeiramente um estudo sobre cinemática de sistemas
holonômicos e não holonômicos e suas restrições. Em seguida, foram estudadas as formulações de Newton, Lagrange,
Maggi e Boltzmann-Hamel e suas aplicações na obtenção de modelos dinâmicos de sistemas holonômicos e não
holonômicos. Esse estudo forneceu os conhecimentos técnicos necessários para a obtenção das equações diferenciais
que representam a dinâmica do robô.
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Introdução
O movimento de um robô móvel pode ser representado
de  modo  simplificado  por  modelos  cinemáticos  ou  de
forma mais completa por modelos dinâmicos. Em geral,
modelos cinemáticos são obtidos a partir de equações de
restrições que podem ser holonômicas, funções somente
das  coordenadas  generalizadas,  ou  não  holonômicas,
funções das coordenadas e velocidades generalizadas1.
As  equações  de  movimento  de  um  sistema  dinâmico
holonômico  ou  não  holonômico  podem  ser  obtidas
através das formulações de Newton, Lagrange, Maggi e
Boltzmann-Hamel2.

No caso do sistema robótico estudado, que foi represen-
tado  de  modo  simplificado  por  duas  rodas  paralelas
ligadas  por  uma  haste  rígida,  é  interessante  que  as
equações  finais  estejam  em  função  das  quasi-
velocidades, pois são úteis em aplicações de controle de
sistemas  robóticos  em  que  geralmente  se  deseja
controlar a velocidade das rodas do robô.

Um  tempo  significante  da  pesquisa  foi  dedicado  ao
estudo dessas formulações. Focou-se principalmente na
análise das vantagens e desvantagens dessas técnicas,
com  relação  à  sua  complexidade e  a  forma  final  das
equações  obtidas,  que  podem  conter  apenas  as
coordenadas generalizadas e suas derivadas em relação
ao  tempo  ou  podem  também  conter  as  quasi-
velocidades. Esse estudo foi importante pois possibilitou
que as equações de movimento dos sistemas dinâmicos
fossem  derivadas  usando-se  formulações  distintas,
permitindo assim certificar  se as equações diferenciais
obtidas de fato estavam corretas.

Resultados e Discussão
Verificou-se  que  a  formulação  de  Newton  é  a  mais
simples de ser aplicada, no entanto tem a desvantagem
de requerer o conhecimento das resultantes agindo no
sistema. Já a formulação de Lagrange, que é baseada
em métodos de energia, é mais complexa, porém não é
necessário determinar as reações internas do sistema. A
formulação  de  Maggi,  que  também  é  baseada  em
métodos  de  energia,  é  mais  complexa  do  que  a  de
Lagrange, por incluir as quasi-velocidades, porém não é

necessário determinar os multiplicadores de Lagrange e
fornece  exatamente  as  mesmas  equações  que  os
métodos  de  Newton  e  Lagrange.  A  formulação  de
Boltzmann-Hamel  foi  a  formulação  mais  complexa
estudada,  mas  é  a  única  metodologia  que  fornece
equações  de  movimento  em  função  das  quasi-
velocidades.

As  equações  de  movimento  do  robô  móvel,  descon-
siderando  o  deslizamento  das  rodas,  foram  obtidas
através  das  formulações  de  Newton  e  Lagrange.
Também  foi  determinada  a  equação  de  vínculo  que
representa  o  deslizamento  do  robô.  Além  disso,
determinou-se  na  pesquisa  que  quando  o  fator  de
deslizamento das rodas do robô é conhecido tem-se uma
equação de restrição e quando for desconhecido tem-se
apenas um  vínculo,  que  é  uma  relação  entre  coorde-
nadas  generalizadas,  suas  derivadas  em  relação  ao
tempo e variáveis desconhecidas.

Por  fim,  foram  realizadas  simulações  numéricas  das
equações  de  movimento  dos  sistemas  estudados
utilizando  o  pacote  ODE  de  integração  de  equações
diferenciais ordinárias do software Matlab.

Conclusões
Foram estudadas as formulações de Newton, Lagrange,
Maggi  e  Boltzmann-Hamel.  Verificou-se  que  as
formulações  de  Newton,  Lagrange  e  Maggi  fornecem
equações  de  movimento  idênticas,  enquanto  que  a
formulação  de  Boltzmann-Hamel  fornece  equações  de
movimento em função das quasi-velocidades.  Portanto,
este  último método  foi  escolhido  para  ser  utilizado na
obtenção das equações de movimento do robô móvel.
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