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Resumo 
Neste trabalho foi feita uma introdução ao estudo da teoria de sistemas dinâmicos, se focando-se em campos definidos 
na esfera e no toro. Os resultados principais são teoremas envolvendo a dinâmica de campos constantes definidos por 
partes na esfera, e resultados da dinâmica de campos polinomiais divergentes e Hamiltonianos definidos no toro. 
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Introdução 
Pode-se facilmente definir Sistemas Dinâmicos 

por meio de Equações Diferenciais. Quando se trata de 
defini-las na Esfera ou no Toro, isso torna-se complicado 
por meio de suas parametrizações. Pode-se contornar 
esse problema fazendo uso de uma relação de 
equivalência adequada que relaciona os pontos, 
respectivamente, da Esfera e do Toro, com pontos de 
um triângulo e de um quadrado no plano real. 
 Após essa correspondência feita a pergunta 
natural é quais propriedades pode-se tirar de campos 
definidos nesses espaços. Sendo esta a questão que o 
projeto pretende responder.  

Resultados e Discussão 
  
 Dentro do âmbito dos sistemas dinâmicos foram 
estudados tópicos como: pontos de singularidade, fluxo 
de um sistema de equações diferenciais, retratos de 
fase, ideias básicas da teoria qualitativa, análise de 
órbitas e caracterização de ciclos limites. 
 Além disso dois teoremas importantes de 
sistemas dinâmicos foram debatidos: os teoremas de 
Poincaré–Bendixson e de Poincaré–Hopf.  
 
Teorema (Poincaré-Bendixson) Dado um sistema 
dinâmico definido em um subespaço aberto do plano, 
todo conjunto ω-limite compacto e não vazio que contém 
apenas um número finito de singularidades é uma 
singularidade, uma órbita periódica ou um conjunto 
conexo composto de um número finito de singularidades 
com órbitas homoclínicas e heteroclínicas se conectando 
a elas. 
 
Utilizando esses conhecimentos e esse teorema foi 
possível provar os teoremas: 
 

Teorema Seja 𝐹:ℝ2 → 𝕋2 um campo polinomial de 

primeira ordem e considere o sistema 𝑦′ = 𝐹(𝑦). Então 

temos que: 

 Se 𝐹 é um campo divergente, então o retrato de 

fase do sistema possui, genericamente, duas 

selas e dois nós (um estável e um instável). 

 Se  𝐹 for hamiltoniano, o retrato de fase do 

sistema possui sempre possui duas selas e dois 

centros. Além disso, se a razão entre os termos 

independentes de  𝐹 pertencer aos racionais, 

então as órbitas que não são homoclínicas ou 

singularidades são periódicas; caso contrário tais 

órbitas tem as homoclínicas como 𝛼 − ou 

𝜔 −limite. 

Teorema Considere a esfera obtida a partir de um 

tetraedro e seja 𝐹:ℝ2 → 𝕊2 um campo vetorial definido 

por partes na esfera, com F constante em cada lado do 
tetraedro. Então, genericamente: a) todas as 
configurações possíveis de regiões de costura e 
deslizantes são realizáveis e b) F não pode ter todas as 
trajetórias periódicas. 
 

Conclusão 
Os Teoremas de Poincaré–Bendixson e Poincaré–Hopf 
são ferramentas muito poderosas no estudo dos 
Sistemas Dinâmicos, possibilitando demonstrar 
resultados essenciais dessa área.  
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